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OBSERVACIONES AL ALUMNO 

Al comienzo de cada texto encontrará lo siguiente. 

1. UNA PRESENTACION DE NUESTROS OBJETIVOS en la unidad, la cual puede usar para comprobar si ha completado el 
curso satisfactoriamente. 

2. UN DIAGRAMA ESTRUCTURAL que le muestra cómo están relacionadas las diferentes secciones de la unidad. El diagrama 
consta de: 
a) cuadros rojos que muestran la secuencia principal. 
b) cuadros negros punteados (a la izquierda del rojo) que le muestran lo que esperamos ya sepa antes de fijarse un estudio 

detallado. 

e) cuadros negros (a la derecha del rojo) que le ayudan a escoger temas que puede posponer u omitir si tiene >oco tiempo. 

3. UN GLOSARIO de las definiciones, notaciones, etc., usadas en la unidad como referencia inmediata. 

4. UNA BIBLIOGRAFIA de los libros que puede consultar cuando haya acabado el trabajo de la unidad. 

5. CONCLUSIONES Y RESUMEN del trabajo realizado al final de cada texto. 


NUMERACION E INDICADORES 

Dentro de cualquier sección nos referimos a los temas por medio de un número. Al referirnos al mismo tema en otra sección, citamos 
cuatro números: número de la unidad, número del capítulo o parte, número de sección y número del tema. Por ejemplo, “Ecuación 3” 
si aparece en la misma sección, y “Ecuación 4.3.1.3”, si está en otra sección. Los tres primeros números se citan en la parte superior 
de la página. Creemos que este es un sistema claro y fácil para consultar cualquier tema. Los indicadores serán una guía valiosa 
y le ahorrarán tiempo. 

En la margen derecha del texto hemos tratado de indicar la clase del material. Los términos usados son tan claros que no necesitan 
explicación. Por ejemplo, “Discusión” significa que una vez que haya entendido el tema, no necesita de nuevo recurrir a esta parte 
del texto. Estos INDICADORES tienen por objeto ayudarlo a localizar rápidamente las partes importantes cuando esté repasando 
o tenga que omitir parte del texto por falta de tiempo. 

También hemos tratado de indicar la importancia de los temas por el sistema de estrellas. 

*** Esto es muy importante. Usted debe entenderlo claramente. En algunos casos lo usará con tanta frecuencia, que se familiari- 
zará con ello sin necesidad de memorizarlo deliberadamente. El punto principal de este curso es no aprenderse los datos de me- 
moria; nosotros creemos que es más importante que entienda el trabajo y sea capaz de aplicarlo en la solución de los problemas. 
** Este es de menor importancia, pero tiene material al cual nos referiremos más adelante. 

* Esto generalmente no lo guía a trabajos adicionales en este curso y lo puede omitir si tiene poco tiempo. 

M Indica el final de cada ejemplo, ejercicio o solución. 
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Objetivos 


Después de trabajar esta unidad, debe estar en condiciones de: 


(i) explicar con sus propias palabras por qué es necesario em- 
plear un proceso de límite para formar una derivada; 
(11) definir los siguientes términos: 
razón media de cambio, 
derivada, 
función derivada, 
derivable, 
D, D?, D?, etc., donde D es operador derivación; 
(111) derivar (usando la tabla de las formas): 
sumas de funciones, 
productos de funciones, 
cocientes de funciones, 
funciones recíprocas, 
funciones exponencial y logarítmica, 
funciones trigonométricas, 
funciones compuestas de funciones anteriores; 
(iv) usar el método de la derivación logarítmica para obtener 
funciones derivadas; 
(v) determinar la pendiente de la tangente a una curva dada 
en un punto cualquiera de la curva; 
(vi) determinar la velocidad y la aceleración de un cuerpo, da- 
da su posición como una función del tiempo. 
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Operador 
derivación, 
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Derivación de sumas, 
productos, cocientes 

y funciones compuestas, 
12.24: 12:2:5; 12.2:6 


Derivación de 
funciones recíprocas, 
122.7 


Derivación de 
x——senx (x € R), 
12.3:1 


Derivada de la 
función exponencial, 
12.3.2 
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Pendiente: tangente, 
12.1.4 


Derivada de 
x— x"(xeR), 
donde neZ*, 

12,22 


polinómicas, 
12,2:2 


Derivada de otras 
funciones 
trigonométricas, 
12.311 


Derivación de la 
función logarítmica, 
12.3.2 


Derivación 
logarítmica, 
12.3.3 


Derivación de funciones 


Glosario 


ACELERACION 


AUMENTO 


DERIVABLE 


DERIVACION 
LOGARITMICA 


DERIVADA 


DERIVAR 


FORMAS 
ELEMENTALES 


FUNCION 
DERIVADA 


FUNCION 
RACIONAL 


FUNCION REAL 


FUNCION SEGUNDA 


DERIVADA 


La aceleración es la razón de cambio de la 
velocidad: es la derivada de la función: 


tiempo —— velocidad. 


El aumento (factor de escala) de un objeto 
es: 


tamaño de la imagen 


tamaño del original 


Se dice que una función es derivable en 
aquellos puntos de su dominio donde la de- 
rivada existe. Si no se mencionan los pun- 
tos, se supone que la función es derivable 
en todos los puntos de su dominio. 


La derivación logarítmica es un método para 
derivar un producto de funciones, digamos 
fgh, escribiendo el producto en la forma: 


fgh = exp (Inf + In g + Ink) 


In (42h) = Inf + Ing + InA, 
antes de derivar. Esto da: 
YEN - FS Y R$ 
== + 
Ve g 7h 
La derivada de una función f en t es 


Ft +h)-— f(0) 
ario: A 


lím 

h=0 
Derivar una función es encontrar su función 
derivada. 


Las formas elementales son expresiones de 
las funciones derivadas de las funciones po- 
linómicas, racionales, trigonométricas, ex- 
ponencial y logarítmica. 


La función derivada de una función f es 
f':x —>derivada de f en x 


El dominio de f' es el subconjunto del domi.- 
nio de f formado por los elementos en los 
cuales f es derivable. 


Una función racional es un cociente de fun- 
ciones polinómicas. (Véase la Unidad 1.) 


Una función real es una función cuyo domi- 
nio y codominio son subconjuntos de R. 


La función segunda derivada de una función 
fes la función derivada de la función deriva- 
da de f; esto es, f' : x —= derivada de f' en 
x. El dominio de f”' es el subconjunto del do- 
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minio de f' formado por los elementos en los 
cuales f' es derivable. 


Un movimiento armónico simple es un mo- 
vimiento oscilatorio en el cual la aceleración 
en el tiempo t es proporcional a la elonga- 
ción en el tiempo t. La elongación, x, es de 
la forma: 


Xx = Xy + asenb (1 — to), 
donde a y b son constantes y ty, xy son el 


tiempo inicial y la elongación, respectiva- 
mente. 


El operador D:f——f'(f E al conjunto 
de las funciones reales) se llama operador 
derivación. 


La pendiente de la tangente (si existe) en 
x a una curva especificada por la ecuación 


y == fla) es: fe). 


La razón instantánea de cambio de una fun- 
ción f, en un elemento x de su dominio es 


F(%). 


La razón media de cambio de la imagen de 
una función f en un intervalo [x,, x>] 
de su dominio es 


Jx2) — JO) 


XX, 


La regla de la función compuesta (también 
llamada regla de la cadena) establece que 
(fogl =(F og) x g 


donde f y g son funciones derivables. 


Véase regla de la cadena. 


La regla de la función recíproca establece 
que, si f es inyectiva (uno a uno) y su recí- 
proca es g, entonces 


/ 1 
y = , 
f'>0g 


La regla del cociente establece que 


(1 y a 
g 8 
donde f y g son funciones derivables. El do- 


minio de A es el subconjunto de la inter- 


sección de los dominios de f' y g' formado 
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VELOCIDAD 
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INSTANTANEA 


VELOCIDAD MEDIA 


por todos los elementos, x, en los cuales 
g(x) 1 0. 


La regla del producto establece que: 
(18) =fg + 8f 
donde f y g son funciones derivables. El do- 


minio de (fg)' es la intersección de los domi- 
nios de f' y g”. 


La tangente (si existe) en x a la curva espe- 
cificada por la ecuación y = f(x) es la rec- 
ta que toca a la curva en (x, f(x)). 


Véanse velocidad media y velocidad instan- 
tánea. 


La velocidad instantánea de un objeto en 
el tiempo t es igual a lím (velocidad media 
en [t, t + h]). 50% 


La velocidad media durante el intervalo de 
tiempo [t,, t,] es 


distancia recorrida en [t,, t,] 
duración de [t,, t,] 


1% 
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Notación 


Los símbolos se presentan en el orden en que aparecen en el texto. 


[x1, x2] 
A, 
wt; > t,) 
R* 


Felx)) 


y? 


El intervalo (x:x ER,x, < x< x2, donde x, < x, |. 


El operador de diferencia finita. 


La velocidad media en el intervalo de tiempo [t,, t,]. 


El conjunto de los números reales positivos 
El conjunto de los números reales negativos. 
El límite de la función f cerca del punto 0. 


La derivada de f en t. 
Otra notación para f'(x), donde f:x -—> y. 


La función derivada de f. 


El conjunto de los números reales positivos y el cero. 


La función derivada de x ——x?*. 

El conjunto de todas las funciones reales. 
El operador derivación. 

“y”, 

La compuesta de las funciones f y g. 

La imagen de F bajo el operador D. 

La imagen de x bajo f og. 

La función r? :xH— r(x) X r(x) (x ER), 


donde  r:x=——>r(x) (x € R). 

La Ridión (xeR A v(x) 4 0), 
v(x) 

donde v: x——v(x) (x€R). 


La función exponencial. 


La función logaritmo natural. 
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12.0 INTRODUCCION 


Esta unidad trata de los cambios y, en particular, de la razón de 
cambio de las cosas. 


Todo lo que nos rodea en el mundo físico está cambiando; algu- 
nas cosas cambian rápidamente, otras lentamente. Se sabe, 
por ejemplo, que las plantas crecen; por eso, su tamaño varía, 
aunque muy lentamente. Sabemos también que las alas de los 
insectos se mueven cuando los insectos vuelan, aunque ese mo- 
vimiento es tan rápido que nos es imposible seguirlo con la vis- 
ta. Un ejemplo intermedio es el movimiento de un automóvil. 
Tenemos a la vista la posición cambiante del automóvil y un ins- 
trumento, el velocímetro, que mide la razón de cambio de la po- 
sición. 

El objetivo general de esta unidad es construir un esquema ma- 
temático para describir y medir las razones de cambio. Como to- 
do el mundo tiene una idea familiar acerca de la velocidad y de 
la aceleración, se escogió el movimiento como punto de partida. 
Las ideas que se desarrollan son, sin embargo, de gran genera- 
lidad. Se utilizan no solamente en cinemática sino también en 
el estudio de muchos otros tipos de razones de cambio, como, 
por ejemplo, la razón de crecimiento demográfico; la razón de 
cambio del punto de ebullición del agua con respecto a la altu- 
ra sobre el nivel del mar; la razón de cambio de la temperatura 
del ambiente con respecto a la distancia a un calentador, etc. 
La primera sección se dedica principalmente a la descripción 
matemática de estas razones de cambio, es decir, al concepto 
de derivada de una función. En las secciones segunda y tercera 
se establecen reglas para encontrar las derivadas. 


Como se observó en la Unidad 9, la notación para el cálculo es 
diferente de la notación clásica que se utiliza en la mayor parte 
de los textos. Sin embargo, esta notación es consistente con el 
enfoque básico, a través del concepto de función. Una vez que 
domine los principios básicos no hay inconveniente en que use 
la notación tradicional de Leibniz que se explica en el Apéndi- 
ce Il, página 57. 


xil 
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Introducción 


* * 


Leibniz 
(1646-1716) 


(Mansell) 


12.1 RAZONES DE CAMBIO 


12.1.1 Razones medias de cambio 


En la Unidad 7, Sucesiones y límites I, se estudió el concepto de 
velocidad media. El propósito de esta subsección no es más que 
recordar la definición de velocidad media y considerar algunas 
consecuencias de esa definición. 


Para ilustrar la idea de velocidad media, suponga que emprende 
un viaje en automóvil desde una ciudad A hasta una ciudad B 
y que, cada hora, va anotando la distancia recorrida. Sus datos 
pueden tomar la forma de una tabla como ésta: 


Tiempo (h) Distancia (km) 


0 

15 
110 
200 
240 


N 0 30D uh yn O 
S 


La tabla muestra que, en el tiempo 0, la distancia recorrida es 0. 
Aquí, 0 es el instante en que comienza el viaje. Al cabo de una 
hora el automóvil ha recorrido 15 km. Al cabo de dos horas ha re- 
corrido 110 km, es decir, durante la segunda hora recorrió 95 km. 
En la tercera hora, 90 km; pero en la cuarta y quinta horas sola- 
mente avanzó 40 y 60 km respectivamente, quizá porque se de- 
tuvo a almorzar. Después, en cada una, en la sexta, séptima y oc- 
tava horas recorrió 90 km. Por último, durante la novena hora 
no pudo avanzar más que 30 km, quizá por la densidad del tráfi- 
co cerca de la ciudad B. 


Al comentar con un amigo su viaje a la ciudad B, es posible que 
desee comparar su velocidad media con la velocidad media ob- 
tenida por su amigo cuando éste realizó el mismo viaje. Para 
calcularla, dividirá la distancia total recorrida por el tiempo 
empleado:+* 

distancia recorrida 


velocidad media = : 
tiempo 


_ 600km 
9h 


*El significado de velocidad es “rapidez en una dirección y un sentido conoci- 
dos”. Se supone aquí que la carretera es recta y que, por tanto, sólo son posibles 
dos sentidos: uno hacia B y otro desde B hacia A. Para distinguirlos se le da 
un signo a la velocidad: positivo si el recorrido es de A hacia B; negativo, en 
sentido contrario. 
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Discusión 
* * 


Tabla 1 


Es posible también que quiera comparar las velocidades medias 
correspondientes a distintas partes del recorrido; por ejemplo: 
velocidad media durante las tres primeras horas 


— distancia recorrida 
tiempo 


_ 200km 
EE > 
= 66,7 km/h 


velocidad media durante las 3 últimas horas 


_ 600 km — 390 km 
_ 9h-— 6h 


210 
- A 


= 70km/h. 


En todos estos casos el método ha sido el mismo: una aplica- 
ción de la fórmula dada en la introducción de la Unidad 7, Su- 
cesiones y límites I, es decir, la velocidad media durante el in- 
tervalo [t,, t,] es: 


distancia recorrida en [t,, t,] X2 — Xy 
duración de [t,, t,] Ms 


donde x, y x, son las distancias desde la ciudad A al punto 
donde se encuentra el automóvil en los tiempos t, y t, respec- 
tivamente. La restricción esencial que opera sobre t, y t, 
(aparte de la condición obvia de ser algunos de los tiempos co- 
rrespondientes a las distancias dadas) es que deben ser diferen- 
tes; esto es, t, > t,, porque, si t, = t,, entonces la expresión 
que aparece en la ecuación (1) tendría denominador cero y, Cco- 
mo se sabe, las fracciones con denominador cero carecen de sig- 
nificado. Volveremos sobre este punto en la Sección 2, 162o 


Distancia en km 
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Tiempo en horas 
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Las velocidades medias se representan convenientemente me- 
diante gráficas. La figura nos muestra cómo podemos utilizar la 
gráfica para calcular la velocidad media durante el intervalo 
[6, 9]. En el triángulo rectángulo ABC, el lado AB correspon- 
de a un tiempo, 3 horas, y BC corresponde a una distancia 
(600 — 390)km = 210km. La magnitud de la velocidad media 
durante el intervalo [6, 9] es 4 que es la pendiente de AC 
(es decir, la tangente del ángulo CAB). 


Distancia en km 


Tiempo en horas 
Del mismo modo, la magnitud de la velocidad media durante un 

intervalo cualquiera, [t,, t,], como viene dada por la ecua- 

ción (1), es la pendiente de la recta que pasa por los dos puntos 

de la gráfica que corresponden a t, y t,; la unidad de veloci- 

dad media es km/h. 


Distancia 


Tiempo 


El concepto que sustenta la velocidad media se puede generali- 
zar a muchas otras situaciones si primero logramos destacar su 
cualidad característica con la ayuda del concepto de función. 
En el ejemplo del viaje en automóvil desde la ciudad A hasta la 
ciudad B, la función pertinente es la que describe la tabla 1: 


f: (tiempo desde la partida) —— (distancia recorrida) 
En términos de esta función, la fórmula de la velocidad media es: 


velocidad media durante el intervalo [t,,t,] = SU) ft) Ecuación (2) 
== Ly 


En muchas otras situaciones relacionadas con alguna razón de 
cambio pueden ser muy útiles ciertas expresiones del tipo de la 
ecuación (2). Por ejemplo, f(t) puede representar la cantidad de 
agua que hay en un estanque en el tiempo t. En este caso, la ex- 
presión de la derecha de la ecuación (2) tiene la siguiente inter- 
pretación: 
cambio en la cantidad de agua del estanque 

f(t2) — f(t,) durante el intervalo [t,, t,] 
"“=Lf duración de [t,, t,] 


Es decir, nos da la razón media de cambio de la cantidad de agua 
del estanque durante [t,, tz]. Como otro ejemplo, f podría 
ser la función: 


f:(profundidad bajo el nivel del mar) -—> (presión hidrostática) 
(en algún tiempo y lugar, en particular). En tal caso, si d, y d, 


son dos profundidades, 


Nivel del mar 


entonces 


f(d,) — f(di) _ correspondiente cambio de presión 
o cambio de profundidad 


= razón media de cambio de presión con respecto a 
la profundidad 


El valor de esta fracción es, aproximadamente, 0,1 atmósferas por 


metro. Un hombre rana puede utilizar este valor para deducir su 
profundidad observando y midiendo los cambios de presión. 


En general, si fes una función real cualquiera (es decir, una fun- 
ción cuyo dominio y codominio son subconjuntos de R), defi- 
nimos: 


La razón media de cambio de f(t) durante el intervalo [t,, t,] 
es 


ft2) — fu) 


tz —t, 


Ejercicio 1 


Añada una tercera columna a la tabla 1 (que se reproduce en la 
página siguiente) e indique en ella las primeras diferencias de 
los valores anotados de la función f, de dominio [0, 9], defi- 
nida por: 


f:(tiempo desde la partida) ——> (distancia recorrida) 


(Véase la Unidad 4, Diferencias finitas para la definición de pri- 
meras diferencias y también para la notación As.) 
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Definición 1 
* * 


Ejercicio 1 
(3 minutos) 


A A AS 


Tiempo (h) Distancia (km) Primera diferencia (km) 


0 
15 
110 


DVo0 JUAS SAO 
S 


A __ »€P _==-_ == 


(i) ¿Cuál es la interpretación de los números de la tercera co- 
lumna, en términos de la velocidad media? 

(ii) ¿Cómo está relacionada la función A,f con la velocidad 
media? 


(iii) Si se define ; Af como la función 


p— LS + F0)E(0,9 — h]), donde 0 < h < 9, 


¿qué relación existe entre esta función y la velocidad me- 
dia? les 


12.1.2 Necesidad de la velocidad instantánea 


Las velocidades medias que se pueden obtener de los datos que 
aparecen en la última sección no dan más que una indicación 
burda de las velocidades a las cuales viaja el automóvil durante 
su recorrido. Por ejemplo, el automóvil tardó una hora en recorrer 
los primeros 15 kilómetros. Ahora bien, ¿mantuvo una velocidad 
más o menos constante de 15 km/h o se movió durante una me- 
dia hora a razón de 30 km/h y perdió otra media hora esperan- 
do los cambios de luces en los cruces? 


Los datos de la tabla 1 no suministran información suficiente 
para poder responder esa pregunta. Para obtener una respuesta 
adecuada se necesitaría una tabla más detallada; por ejemplo, 
una tabla que expresara, minuto a minuto, la distancia al punto 
de partida. He aquí una tabla hipotética del inicio del viaje, ya 
descrito, desde A hasta B: 


AA AAAAAA>— 
Tiempo (min) Distancia (km) 
AAA e A 
0 0 

1 0,1 
2 0,35 
3 0,6 
4 0,6 
5 0,6 
6 0,6 


60 15,0 


o 
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12.1.2 


Discusión 
k * 


(continúa en la página 6) 


Solución 12.1.1.1 : 
A 
Tiempo (h) Distancia (km) Primera diferencia (km) 


(Q¿KÓAÁÉÁáÁáÁáÉ áÁáOOAAAz-- A A 


0 0 15 
1 15 95 
2 110 9 
3 200 40 
4 240 60 
5 300 90 
6 390 90 
7 480 90 
8 570 30 
9 600 


PP =_Lrhr  _—— PP A A AI 


(1) Los números de la tercera columna son las velocidades me- 
dias (en km/h) durante cada hora: 15 km/h durante la 
primera hora, 95 km/h durante la segunda hora, etc. (Es- 
to es así porque los intervalos son de una hora de dura- 
ción. Si estos intervalos fueran de dos horas de duración, 
tendríamos que dividir las primeras diferencias por dos pa- 
ra obtener las velocidades medias.) 

A,f(t) es la velocidad media durante el intervalo [t, t +1]. 
Es el subíndice 1 el que nos permite identificar A,f(t) con 
la velocidad media. Si cambiamos el intervalo h, entonces 


— 


(ii 


la velocidad media es ¿O y no Af(t). (Obsérvese 


que, en este caso, A, está definida por [0, 8] única- 
mente.) 


(111) E F(t) es la velocidad media durante el intervalo [ES] 
he [1 £+h] 


[q —_——_—_—— _—_—_ —_——————JJJ2—— A A 


(viene de la página 5) 


Parece que hubo una congestión del tráfico a 0,6 km del punto de 
partida. Usando esta tabla podemos calcular las velocidades me- 
dias igual que antes; por ejemplo, la velocidad media durante el 
tercer minuto fue 0,25 km/min, esto es, 15 km/h. Pero, una vez 
más, tales velocidades medias dan una idea muy basta de la rea- 
lidad indicada por el velocímetro. ¿Fue la velocidad más o menos 
de unos 15 km/h durante todo el tercer minuto, o hubo una ace- 
leración alta durante los primeros segundos, seguida de una fre- 
nada brusca? Supuesto que son las interrupciones del tránsito 
las que causan los períodos de inmovilidad, la tabla nos dice 
cuándo ocurren; sin embargo, nada nos informa sobre el uso que 
se hace de los frenos. 


Para conseguir ese tipo de información, la función distancia 
tendría que tomar menores intervalos de tiempo; probablemente 
una tabla que mostrara las distancias recorridas durante cada 
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Solución 12.1.1.1 


segundo sería adecuada para ello. Veamos una pequeña parte de 
una tabla como esa: 


Tiempo (seg) Distancia (m) 


150 570 


151 585 
152 $95 
153 600 


La velocidad media durante el intervalo de un segundo (150, 151] 
es 15 m/seg (54 km/h); durante el intervalo siguiente es sola- 
mente 10 m/seg y en el siguiente, es 5 m/seg, lo que indica una 
frenada o una colisión. 


En la Unidad 7, Sucesiones y límites I, se señala que, si los ocu- 
pantes del vehículo sufrían un choque, entonces, ni siquiera la 
velocidad media del automóvil durante el segundo anterior al 
impacto sería la verdaderamente importante para ellos. Supon- 
gamos que el conductor del automóvil frenó bruscamente durante 
el último segundo; en tal caso, el choque ocurriría a una veloci- 
dad de varios kilómetros por hora menos que la velocidad media 
correspondiente al último segundo, y estos kilómetros por hora 
de diferencia pueden significar la vida o la muerte. Es evidente, 
pues, que, para algunos propósitos, aun los intervalos de un se- 
gundo de duración pueden resultar demasiado largos para calcu- 
lar una velocidad media significativa durante un intervalo. 


Se desprende de esta discusión que para responder cualquier pre- 
gunta particular relacionada con velocidades (tales como: “¿su- 
frió el automóvil un accidente?”; “¿frenó rápidamente el con- 
ductor?”, “¿aceleró?”), podemos, en teoría, encontrar siempre 
un intervalo de tiempo suficientemente pequeño para que la ve- 
locidad media correspondiente a ese intervalo satisfaga la pre- 
gunta. No obstante, es obvio que es preferible tener una defini- 
ción de velocidad que, a priori, nos garantice que satisfará todas 
las demandas que se le hagan, en vez de tener que ajustarse a la 
demanda después que ésta se conoce. Es decir, querríamos con- 
traer a cero la duración del intervalo utilizado en la definición 
de velocidad de manera que obtuviéramos, no la velocidad me- 
dia durante un intervalo, sino una velocidad instantánea. 

Un primer intento para conseguir tal definición podría ser un 
intervalo de duración cero en la fórmula de la velocidad media. 
Sin embargo, la cosa no es tan fácil. La velocidad media duran- 
te el intervalo [t,, t,], que se denota w(t,, tz), se definió 
en la ecuación 12.1.1.2 por: 


Ft2) — ft) 
la 8 
donde f es la función: 


w(t,, 12) = 


f: (tiempo desde la partida) —— (distancia recorrida) 


Si se intenta usar un intervalo de duración 0, entonces se tiene 
que t, = tz y f(t,) = f(t,), de manera que la fracción que 
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aparece en el miembro de la derecha de la ecuación se convierte 


: 0 a 
en la expresión 9) que carece de significado porque la división 


por 0 no esta definida. 


Ejercicio 1 Ejercicio 1 
] y A (2 minutos) 
¿Por qué y dónde es falso el siguiente argumento? 


Sean 


de modo que 


x= y 
Entonces, 
x? — y? =xy- y 
es decir, 
(x — YAx + y) = (x — y)y 
Por tanto, 


(x + y) = y (después de cancelar el factor (x — y)) 


y, por consiguiente, 


2 = 1 (puesto que x = 1 y y = 1) 1 
12.13 Definición de velocidad instantánea 12.1.3 
En la sección anterior se utilizaron las velocidades medias du- Discusión 


. . * * 
rante intervalos de tiempo cada vez menores, para obtener ex- 


presiones de velocidades medias que eran más satisfactorias a 
medida que los intervalos eran más pequeños, en el sentido de 
que proporcionaban cada vez mayor y mejor información. Se po- 
drían considerar estas sucesivas velocidades medias correspon- 
dientes a intervalos cada vez menores como aproximaciones 
sucesivas de la velocidad en un instante en particular. En la 
Unidad 7, Sucesiones y límites I, se consideraron los procedi- 
mientos de aproximaciones sucesivas y se vio allí cómo se puede 
definir un número llamado límite de una función real. En el caso 
presente, la aproximación depende de la duración del intervalo 
[t,, tz]. Si se denota la duración ts — t, por h, entonces 
ty =t, + h, y se puede definir la función g por: 


f(t, +h)- f(t,) 
h 


EglhH=>M41,t1 + h)=: (hE un subconjunto de R*) Ecuación (1) 


Nos interesa el límite de g cerca de 0, que se define como la velo- 
cidad instantánea en t,. Del mismo modo, la velocidad instan- 
tánea en t, se puede definir como el límite, cerca de 0, de la 
función 


t,) — == h 
8: h——=>w(t, — h, t,) = Mtz) ES UA E un subconjunto de R*) Ecuación (2) 


8 


Para ver cómo se puede utilizar este límite, a pesar de la dificul- 


0 
tad que presenta la forma o desarrolle el siguiente ejercicio. 


Ejercicio 1 


Se ha dicho (apócrifamente) que Galileo comprobó la ley de la 
gravedad lanzando objetos de distinto peso desde lo alto de la 
torre inclinada de Pisa. Consideraremos aquí un experimento 
semejante. Supuesto que un cuerpo que cae libremente ha reco- 
rrido 5t? metros a los t segundos de iniciada su caída, y supues- 
to que tarda exactamente 3 segundos en llegar al suelo, encontrar 
su velocidad media, 
(i) durante el último segundo; 
(ii) durante la última décima de segundo; 
(iii) durante la última centésima de segundo. 


¿Cuál es la velocidad instantánea en el momento en que llega al 
suelo? ¿Puede encontrar una fórmula para ella? y 
Podemos escribir la definición de velocidad media dada en la 
ecuación (2), asi: 


APN 
y (h E un subconjunto de R*) 


—h 
Si ahora hacemos h = —k, obtenemos 
to +k)-f( 
SS E un subconjunto de R—, el conjunto 


de los números reales negativos) 


que tiene la misma forma de la ecuación (1), excepto que el do- 
minio consiste de los números negativos en vez de los positi- 
vos. Por tanto, si consideramos la función 


g:h——w(,t+h) (h E un subconjunto de R, h 4 0) 
entonces sus imágenes dan la velocidad media durante un inter- 
valo de longitud h, que comienza o termina en t, según sea h 


positivo o negativo. Aunque O no pertenece al dominio de esta 
función, la función puede tener un límite cerca de 0. 


w(t,t+h) 


Salto en la curva |... ¿-------- AS 


En la Unidad 7, Sucesiones y límites I, se definió el límite como 
el número, L, (si existe) tal que, para todo número positivo E, 
por pequeño que sea, existe un número positivo ¿ tal que la 
imagen del conjunto |h:-= 5<h< dy h% 0| sea un sub- 
conjunto de [L — e, L + el. El valor de este límite se llama 
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Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Tema principal 
id WN 


(continúa en la página 11) 


Solución 12.1.2.1 


Cancelar un factor en una ecuación es lo mismo que dividir por 
el factor cancelado. Por otra parte, la división por 0 no está de- 
finida; por tanto, no se puede cancelar un factor si éste es igual 
a 0. Por ejemplo, 3x0 =2 Xx 0, pero 3 4 2. Así, la deduc- 
ción correcta que puede hacerse a partir de la ecuación 


(x — Y) + y) =(x — y) 
es: 

x+y=ysix—yx%0; 
pero, en este caso, 

x=p=-1= 1=0, su 
de modo que la deducción x + y = y €s errónea. 


Solución 1 
La velocidad media durante los últimos h segundos de la caída 
es, para h > 0, 


m3 — h,3) = distancia recorrida en el intervalo [3 — h, 3] 
i duración del intervalo [3 — h, 3] 


_5x3-5x(3-hy? 


h 
_45-5x(9-6h+h) 
AAA 
_ 30h — Sh? 
OS 
= 30 — 5h. 


(Este último resultado únicamente puede obtenerse si previa- 
mente se ha supuesto que h % 0, ya que no podemos dividir 
por 0.) Por tanto, la función que nos interesa es: 


g:h——>30 — 5h (heR:0< h < 3). 
La velocidad media durante el último segundo (h = 1) es 
m(2,3) =30-— 5=25 m/seg. 


La velocidad media durante el último +) de segundo (h = 0,1) 


es 
w(2,9,3) = 30 — 0,5 = 29,5 m/seg. 


La velocidad media durante el último 1% de segundo (h = 
0,01) es 
w(2,99,3) = 30 — 0,05 = 29,95 m/seg. 


Tomando el límite de g cerca de 0 conseguimos la velocidad 
instantánea correspondiente a 3 segundos: 


lím* (30 — Sh) = 30 m/seg. 
h=0+* 
*Usamos la notación lím en vez de lím porque aquí tenemos un “límite por un 
h=0* h=0 


solo lado”; esto es, h es esencialmente positivo y, por consiguiente, h puede 
tender a 0 únicamente a través de los valores positivos. 
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Solución 12.1.2.1 


Solución 1 


Obsérvese que esto no es lo mismo que g(0) porque g(0) no exis- 
te. Por necesidad de las condiciones dadas, el dominio de g no 
incluye el valor 0. 
30h — Sh? 

h 


última expresión carece de sentido cuando h = 0. | 


En efecto, la expresión 30 — 5h proviene de , y esta 


(viene de la página 9) 


velocidad instantánea en el tiempo t. Si escribimos v(t) para 
denotar la velocidad instantánea en el tiempo t, esta definición 
toma la forma 


flt+h)- f(t) 


qe =1 
ds ar h 


E 
= lím EX 


Ejercicio 2 


Encontrar la velocidad instantánea, en el tiempo t, de un auto- 
móvil que se mueve de tal manera que su distancia a un punto 
fijo del camino que está recorriendo es at?*, donde a es algún 
número positivo. | 


12.14 Derivada 


Del mismo modo que la idea de velocidad media se puede gene- 
ralizar para formular una definición de razón media de cambio 
de una función cualquiera, así también la idea de velocidad ins- 
tantánea se puede generalizar para dar una definición de razón 
de cambio de una función real que no tiene ninguna relación 
directa con la cinemática. Como en la discusión de las razones 
medias de cambio, todo lo que se tiene que hacer es aplicar la 
misma fórmula que en la definición de velocidad instantánea y 
llamar razón de cambio (instantánea) al resultado análogo a la 
velocidad instantánea. Esto equivale a decir que, si f es una fun- 
ción real cualquiera, se puede definir la razón de cambio (instan- 
tánea) de f(x) en el elemento x del dominio de f, como el número 


lí Aj (x) 
im———— 
a=0  h 


suponiendo que este límite existe. Esta razón de cambio en x se 
suele llamar derivada de f en x y se denota por f'(x) Así, la ve- 
locidad de un automóvil a los t segundos después de haber ini- 
ciado la marcha es igual a la derivada en t de la función: (núme- 
ro de segundos trascurridos desde que comenzó a moverse) -—— 
(distancia recorrida). Hay otras notaciones para la derivada: en 
la más importante de ellas, que es la notación de Leibniz, escri- 
bimos y) 
dx 
dice I, pero no es esencial para este curso básico. 


en vez de f'(x). Esta notación se estudia en el Apén- 
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Definición 1 
€  * 


Ejercicio 2 
(3 minutos) 


12.1.4 


Tema principal 
*h € * 


Definición 1 
Y» *Qe. 


Notación 1 
h + * 


(continúa en la página 12) 


Solución 12.1.3.2 


La posición del automóvil en el tiempo t viene dada por la fun- 
ción f:t—at? (t E R5*, el conjunto de todos los núme- 
ros reales no negativos) 


Para cualquier t de R¿+, la velocidad media del automóvil du- 
rante un intervalo [t, t + h], h > 0, viene dada por 


alt + hy — at? 


w(t,t + h) = n 
_a(e + 3h + 31th? + h?) — ar? 


h 
3at? + (3ath + ah?) (heR,h > 0) 


Entonces, la velocidad en el tiempo t está dada por 


v(t) = lím w(t, t + h). 
h=>0 


Debe ser intuitivamente claro que v(t) = 3at? (t € RA), 
puesto que los términos 3ath y ah? tienden a 0 cuando h tien- 
de a 0. Mm 


(viene de la página 11) 


Igual que la razón media de cambio, la razón de cambio instan- 
tánea, o derivada, tiene una interpretación muy útil en térmi- 
nos de una gráfica de la función. Ya hemos visto que la razón 
media de cambio de f(t) durante un intervalo [t,, t, + h] 
es igual a la pendiente de la recta que une los puntos de la grá- 
fica correspondientes a t, y t, + h. 


t(t) 


Pendiente Anf(t,) 
h 


f(t)- 


f(t,+h)= Ay f(t,) 


A PA 


t,+h 
Cuando h es negativo 
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Solución 12.1.3.2 


Para obtener la derivada en t,, hacemos que el valor absoluto 
de h sea cada vez menor. En las figuras anteriores el punto deno- 
tado por Q se desliza, entonces, (como una cuenta ensartada) a 
lo largo de la curva hacia el punto P que permanece fijo. En co- 
rrespondencia con el primer diagrama, mostramos ahora tres po- 
siciones sucesivas del punto Q, que denotamos por Q,, Q,, Qs. 
(Se espaciaron bastante los puntos alrededor de la curva para 
dar mayor claridad a la figura.) También se muestran las distin- 
tas posiciones que corresponden a la recta PQ. 


f(t) 


> AS 


Cuando Q se acerca a P, la recta gira alrededor de P y se aproxi- 
ma a la posición límite que definimos como la tangente a la cur- 
va en P. Se sigue que, cuando h es muy pequeño, la pendiente de 
la recta PQ está muy cerca de la pendiente de la tangente en P 
y, consecuentemente, que el límite de la pendiente de la recta 
PQ cerca de P es igual a la pendiente de la tangente en P. 


f(t) Recta PQ 


Tangente en P 


t 


Utilizando la definición 1 tenemos que: (la pendiente de la tan- 
gente a la gráfica en P) = (la derivada de la función en t,). 


La interpretación geométrica de la derivada es muy útil no so- 
lamente en geometría. La usaremos frecuentemente cuando vea- 
mos las aplicaciones de la derivada; por ejemplo, cuando busque- 
mos aproximaciones a funciones reales (Unidad 14, Sucesiones 
y límites II) y cuando busquemos los valores máximos y mínimos 
de las imágenes de funciones reales (Unidad 15, Diferenciación 
1D. 

Hay funciones tales que no en todos los puntos de su gráfica tie- 
nen tangente. Por ejemplo, la gráfica de la función 


for > lx]. (ER) 


no tiene tangente en (0, 0). 
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Definición 2 
> » 


f(x) = 1x1 


Esto se puede observar mediante la consideración de la pendien- 
te de la recta OQ cuando Q se aproxima al origen, O, (Q, obvia- 
mente, es un punto de la gráfica). Examinemos primero el caso 
en que Q es un punto de la gráfica de la función x—— — x, y, 
después, cuando (Q es un punto de la gráfica x —=>x. Las pen- 
dientes de las rectas son, respectivamente, —1 y +1; por con- 
siguiente, la tangente en (0, 0) no existe. En efecto, tenemos 
que 


ES +1lsix>0 
ln Bf 0) = e pero lím 


AnSiO) no existe 
ao  h =1six<0 a-0  h 
Decimos que la derivada de f en 0 no existe. 


La ilustración siguiente muestra la gráfica de otra función que 
tiene tangente en todos sus puntos excepto en (t,, F(t,)). De 
nuevo, la derivada de la función en t, no existe. 


f(t) 


Tangente 


Gráfica de f 


Ejercicio 1 
¿Cuáles de las siguientes proposiciones son verdaderas? 


(i) La tangente a la curva en P no 
puede cortar la curva en P. VERDADERA/FALSA 

(1i) El ángulo determinado por la tan- 

gente a una curva en P y el eje 

horizontal es el límite, cuando Q 

se aproxima a P a lo largo de la 

curva, del ángulo formado por la 
recta PQ y este eje. VERDADERA/FALSA 

(111) La tangente a una curva en P se 

puede definir como la recta que 

tiene un solo punto común con la 
curva (precisamente el punto P). VERDADERA/FALSA 

(iv) Si fes continua en todos los pun- 

tos de su dominio, entonces se 

puede trazar una tangente en ca- 

da uno de los puntos de la grá- 
fica. VERDADERA/FALSA 


MB 12.1.4 


Ejercicio 1 
(4 minutos) 


(Para la definición de continui- 
dad véase la Unidad 7, Sucesio- 
nes y límites 1.) a 


Ejercicio 2 
Probar que la derivada de una función constante en cualquier 
parte de su dominio es 0. ES 


Ejercicio 3 
Si f está definida por 
ff)!  (teR) 


encontrar f(t). (Un problema semejante se resolvió en el ejercicio 
12.1.3.2) E 


Ejercicio 4 
Trazar la gráfica de 
fi—é (ter). 
Encontrar f'(t) y evaluar 
FH3,F0) y FO). 
¿Qué puede deducir acerca de las pendientes de las tangentes 
a la gráfica de fen —3,0 y 2? 


Trace estas tangentes en su gráfica. E 


12.2 REGLAS DE LA DERIVACION 


12.2.0 Introducción 


Ya se ha indicado el amplio campo de aplicaciones del concep- 
to de derivada que se definió en la sección precedente. Para po- 
der usar a plenitud este concepto necesitamos examinar algunas 
propiedades de la derivada. Los primeros frutos de este estudio 
serán un conjunto de reglas que nos permitirán calcular rápida 
y fácilmente las derivadas sin necesidad de volver, cada vez, a 
la definición. 


12.2.1 Función derivada 


Comenzaremos con la definición de la derivada de una función 
real, f, en x: 


0 h 


La derivada es un número; sin embargo, puesto que este núme- 
ro depende de x, podemos usar la noción de derivada para defi- 
nir una función. Esta función aplica x al valor de la derivada de 
f en x. De hecho, al usar la notación f'(x), se admite implícita- 
mente la existencia de esta función. Esta nueva función /' se !la- 
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Ejercicio 2 
(3 minutos) 


Ejercicio 3 
(3 minutos) 


Ejercicio 4 
(2 minutos) 


12.2 


12.2.0 


Introducción 


* 


12.2.1 


Tema principal 
+ £ * 


(continúa en la página 18) 


MB 12.1.4 


Solución 12.1.4.1 Solución 12.1.4.1 


(1) FALSA. Considere el ejemplo de un automóvil cuya posi- 
ción está descrita por 


fou—ar? (16Ri) 

Hemos encontrado que 
f'(t)=3a* (teRj) 

Del mismo modo, para la función 
star? (te R) 

podemos mostrar que 
8 (1) = 3at? (te R) 


La derivada de g en 0 es, por consiguiente, 0 y, por tanto, 
«la tangente en este punto es el eje t que corta la curva es- 
pecificada por y = gí(x) en (0, 0). 


f(t) 


f:tr» at? 


Tangente en P 


(11) VERDADERA, siempre que la tangente en P exista. 
(iii) FALSA. Considere el diagrama siguiente: 


ft) 


La recta B encuentra la curva A solamente en Q pero la 
tangente a la curva en Q no existe. La recta C encuentra 
la curva Aen P, Ry S y es tangente a la curva en S. La 
recta D encuentra la curva A solamente en T pero no es la 
tangente a la curva en T. 

(iv) FALSA. Considere nuevamente la función valor absoluto: 


far— ix] (5eR) 


16 


£0)=1x1 


Esta función es continua en todos los elementos de su do- 
minio y, en particular, en el origen, O. Sin embargo, 


A l,sih > 0 
E. - h "Lo imósb 


por tanto, no existe un número L tal que 
A/ÍO) _ 


lím 
h=0 


Solución 12.1.4.2 


Sea f:x—>alx E R) donde a es un número real cualquiera. 
Entonces, para todo x E R y para todo h E R, diferente de 
0, tenemos: 


Ax) fl + h)— f(x) 
h h 


Solución 12.1.4.3 
Para todo t E R, y para todo h E R, diferente de O, tenemos: 


A,Í(t) ft +h)— f(0) 
> h 


S(t + hy? — Se? 
h 


10t + Sh 


f'(t) = lím (101 + Sh) 
h=>0 
= 10€ A 


Solución 12.1.4.4 


De nuevo, para todo t E R y para todo h E R, diferente de O, 
tenemos: 
AO _ JU+ MM $) 
h h 


LE L 


MB 12.1.4 


Solución 12.1.4.2 


Solución 12.1.4.3 


Solución 12.1.4.4 


_ (+ hy - e 
Ñ h 
= 2t + h. 
Así, 
f'(t) = lím (21 + h) 
h=>0 
= 21 
En particular, 
H-Y= 4, 
f"(0) =0, 
FS) = 4; 


por tanto, la pendiente de la tangente a la gráfica es negativa 
en —3, 0 en 0 y positiva en 2. 


Su gráfica debe ser algo semejante a esto: 


f(t) 


(-3,f(-3)) 


Tangente en —3 Tangente en 2 


El eje t es tangente en O L] 


(viene de la página 15) 


ma función derivada de f, y, para encontrarla, se dice que hay 
que derivar la función f. 


El dominio de la función derivada comprende todos los valores 
de x en los cuales está definida y, por tanto, existe f'(x). Como 
la definición 1 se relaciona con f, el dominio de la función deri- 
vada debe ser un subconjunto del dominio de f. En algunos ca- 
sos ambos dominios pueden ser iguales; en otros, el dominio de 
f' puede ser un subconjunto propio de f; esto es, puede excluir al- 
gunos números que están en el dominio de f porque el límite que 
define la derivada no existe en esos números. Decimos que una 
función f es derivable en los elementos de su dominio donde 
f'(x) existe. Así, el dominio de f' es el subconjunto del dominio 
de f formado por los números donde f es derivable. 


Ejemplo 1 
La función derivada f' de la función 
FER XK (xeR) 
viene dada por 
, (x+h)-x ¿ 
" = — 1 == 1 
o 1-0 h 
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Definición 1 
TN 
Definición 2 
. . » 


Definición 3 
.. o». 


Ejemplo 1 


y el límite existe para todo x E R: por tanto, el dominio de f' 
es R. 
£00,£'00 


Gráfica de 
fix xXx 


Gráfica de 
fix»! 


Dominio de f y f' 


Ejemplo 2 


La función derivada g' de la función valor absoluto 

2 > Xx] (xeR) 
está dada (donde existe) por 

g(x) = pa cen =P4 pS bd. 

h>0 

La evaluación de este límite, aunque no es difícil, es algo tedio- 
sa (véase la continuación de este ejemplo). Un método más sen- 
cillo para encontrar el dominio de g' es usar la gráfica de g. En la 
gráfica se observa que en el punto (0, 0) no hay tangente; como 
la pendiente de la recta tangente coincide con el valor de la de- 
rivada, vemos que no existe la derivada, es decir, el límite no 
existe cerca de x = 0. En todos los otros puntos existe la tan- 
gente (de hecho, coincide con parte de la gráfica) y, por tanto, 
la función es derivable en todos los puntos excepto x = 0. Así, 
el dominio de g” está formado por el conjunto R excepto 0. 


9(x),9g'(x) 


Gráfica de 
g:XxXr>Ix! 


Gráfica de 


Yix_» pan 


-1,x<0 


|El 
Como todos los argumentos basados en gráficas (o en figuras en 
general), el del ejemplo 2 hace uso de la intuición geométrica y 
es, por consiguiente, una prueba (en el sentido en que se definió 
en la Sección 7.2.3 de la Unidad 7, Sucesiones y límites I) en vez 
de una demostración. Para una demostración debemos volver a 
la definición y evaluar el límite. Consideraremos tres casos: 


(Da >0 
Al evaluar el límite, solamente nos interesan los valores 


pequeños de |h|; por tanto, únicamente necesitamos con- 
siderar h > —x, de donde, h + x > 0. Se sigue que 


Ixl =x y lx + h| = x + h; por consiguiente, la defini- 
ción de f'(x) nos da 
, (x+h=x h 
e se 
E h 
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Discusión 
. 


(1) <.0 
De nuevo, solamente necesitamos considerar valores pe- 
queños de |h|. Tomamosh < —x, de manera queh + x < 


0. Se sigue que |x| = —xy|x + h| = —(x + h); de donde, 
la expresión para f'(x) es 
Mo _ lim P + h| — |x] e =(x+h+x a —h A 
h=0 h=+0 h h 
(Mie =:0 
La expresión para f'(x) es 


|h] 


A 
FO) Lim, 


h 
pero, como da toma el valor +1 para valores positivos pe- 


queños de h y —1 para valores negativos pequeños de h, 


] , h 
se sigue que no existe un número cerca de dd para todo h 


pequeño: es decir, la función x=——|x| noes derivable en 0. 


12.2.2 Derivación de funciones polinómicas 


Ya hemos visto cómo se pueden derivar algunas funciones. Los 
resultados se muestran en la tabla: en todos los casos, el domi- 
nio de f es R. 


S fe Página 
x—— constante -. xH—0 (xeR) 15 
xx x— 1 (xeR) 18 
xH—> x? —2x (xele) 16 
x— x? x——>3x? (xeR) 16 


A |] 


Jo al 


x—-—1 (xeR”) 


Resulta muy trabajoso utilizar la definición 
S6+ 9908 y 8170) 


f(x) = lím 
h=0 h>0  h 

cada vez que necesitamos encontrar una nueva derivada. Es mu- 
cho más fácil preparar un sistema de reglas que permitan derivar 
muchas funciones a partir de una cuantas derivadas básicas. Pa- 
ra formular estas reglas, comenzaremos con una clase sumamente 
sencilla de funciones, a saber, las funciones polinómicas. La defi- 
nición de una función polinómica real se dio en la Unidad 4, Di- 
ferencias finitas: es cualquier función de la forma: 


P:x >, X" + 4 - ¡7 ++ +aix +49  (xeR) 


donde ap, 0,,..., An ER. 


En la Unidad 4 vimos que el operador diferencia A, aplicado 
a una función polinómica de grado nín E Z*) produce otra 
función polinómica de grado n — 1. En vista de la presencia de 
A, en la definición de f'(x), no es sorprendente que suceda lo 
mismo cuando se deriva una función polinómica. 
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12.2.2 


Discusión 


Ejercicio 1 
Derivar la función 
f.x—ax+bx+c (xeR). [E 


En vez de intentar derivar la función polinómica general de gra- 
do n inmediatamente, comencemos, mejor, con la más sencilla 
de las funciones polinómicas: 


x——>x" (xeR) 


donde n es 0 o un entero positivo cualquiera. Los casos n = 0, 
1, 2,3 ya han sido tratados en varios ejercicios y ejemplos; por 
tanto, si recuerda el teorema del binomio, no encontrará dificul- 
tades en el caso general. 


Ejercicio 2 
Derivar la función: 

EX AER) BA 
donde n es 0 o un entero positivo cualquiera. 


Extendiendo la notación f' para funciones derivadas, podemos 
escribir el resultado del ejercicio 2: 

(ax) =(x——nx""!*) (xeR) 
Algunos de los resultados obtenidos anteriormente (por ejemplo, 
la derivada de una función constante es 0, la derivada de t-—— t? 
es t—> 3t?) son casos especiales de este importante resultado. 
El polinomio general 


p(x)=a,x" +4,-¡x7*+-.-+4,x +49 


se puede formar de polinomios elementales de la forma x* por 
medio de la multiplicación de cada uno de estos polinomios ele- 
mentales por un coeficiente apropiado a, para obtener uno de 
los términos ax* del polinomio general; después, se suman to- 
dos estos resultados. Mediante las operaciones correspondientes 
sobre las funciones polinómicas elementales x —— x* podemos 
construir la función polinómica general: 


P:x>9,X" + 4/74 4 44x +40 (xER). 


Se sigue también que podremos construir la función derivada p', 
suponiendo que podemos obtener reglas que nos permiten de- 
ducir: 


(i) la función derivada de x=——asx* a partir de x —x”, 
(11) la función derivada de una suma de funciones a partir de 
las funciones derivadas de los sumandos. 

(Obsérvese que este procedimiento es exactamente el mismo que 
cuando trabajamos con polinomios en la Unidad 4, Diferencias 
finitas, cuando calculamos límites en la Unidad 7, Sucesiones y 
límites I, cuando calculamos integrales definidas en la Unidad 
9, Integración I y cuando estudiamos los circuitos de interrup- 
tores y otros sistemas en la Unidad 11, Lógica 1. En todos esos 
casos tomábamos las expresiones “complicadas” y las descom- 
poníamos en otras más “sencillas”; trabajábamos con estas últi- 
mas para encontrar las reglas, generalmente en forma de morfis- 
mo, para reunir los resultados y conseguir el resultado definitivo 
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Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Tema principal 
de de 


(Ver R.B.9) 


Ejercicio 2 
(2 minutos) 


Tema principal 
* + * 


(continúa en la página 22) 


Solución 1 
Debemos derivar la función 
fix—oax +bx+c (xeR). 


Esto es, debemos encontrar 


Jl +) £Q0) 
A 


f(x) = lím + 
ide a(x + hy + b(x +h) + <- (ax? + bx + Cc) 
a Se h 
,  2axh + ah? + bh 
= 14m —A= 
h>0 h 


= lím(2ax + ah + b) 
h=>0 


= 2ax + b. 
La función derivada es, por consiguiente, 
f':x——>2ax +b (xeR). 
Obsérvese que, si escribimos 


fx ax?, fx bx, f3:x—>0€ (xeR) 
entonces 


F=L+f+8f 
Y: 
PERA ER EA 
Solución 2 
(x+h) -x" 


di h 


a Apo 


= lím 
h=>0 


(por el teorema del binomio) 


ln me - di Din-2) +. + Is) 


h=>0 
(dividiendo por h, puesto que h % 0) 
=nx""* 
(por los métodos de la Unidad 7, Sucesiones y límites I). 
En consecuencia, la función derivada de 
x—x” (xeR) 


es 


x—onx"7! (xeR) E 


(viene de la página 21) 


para la expresión “complicada”.) Quizá prefiera conjeturar estas 
reglas por sí mismo. 
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Solución 1 


Solución 2 


Ejercicio 3 
Conjeturar y escribir la expresión correcta en los cuadrados en 
blanco: 

(i) Para todo número a diferente de cero, y para toda función 
f, la función derivada de t— af(t) es[_—_  Jdondet E 
(el dominio de f'). 

(ii) Para dos funciones f y g cualesquiera que tengan el mismo 
dominio, la función derivada de t—>f(t) + g(t) es 
E 7] donde t E (la intersección de los dominios de f' y 
g'). ¿Es la función tH——>f(t) + g(t) necesariamente de- 
rivable en su dominio? |] 


Ejercicio 4 


Utilizar la definición de derivada para demostrar o refutar la 
conjetura que hizo en el ejercicio anterior. |] 


Ejercicio 5 

Expresar la derivada de f + g en términos de f' y g”. ES 

Podemos establecer las dos reglas de derivación dadas en el ejer- 

cicio 3, de la siguiente manera: 

Primera regla de derivación 
(af). .= af', es decir, la multiplicación de una función 
cualquiera por un número implica la multiplicación de su 
función derivada por el mismo número. 

Segunda regla de derivación 


(f +8) =f' + g', es decir, la función derivada de una 
suma de funciones es igual a la suma de las funciones de- 
rivadas de los sumandos, suponiendo que los dominios 
son adecuados. 


La segunda regla se puede extender de manera que comprenda 
cualquier número (finito) de sumandos. Ahora podemos construir 
una derivada para el polinomio general 

Pp: XX" + 4. ¡714 4 44x +49 (xeR) 
Ya hemos demostrado que 

(a xk) =xH—kxko 1! (x€R) 


Según la regla 1, cuando se multiplica una función por una cons- 
tante (en este caso, az), su función derivada queda multiplica- 
da por la misma constante, de manera que 


(a aptY = x——kajx*"! (x€R) 


Por la regla 2, la función derivada de una suma de dos o más fun- 
ciones es la suma de las funciones derivadas individuales. La 
función polinómica p es la suma de las funciones (x -——> ax”), 
(x— an-x""?) etc.; por consiguiente, su derivada es la 
suma de sus derivadas 


po =(x > 0,70) + (x > (n — la, 07 + 
+ (544) 
esto es, 
Pp. = x——>(na,x "7! + (n— 1)a,- "7? +--- + 2a7x + 1) 
(x€R) 
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Ejercicio 3 
(3 minutos) 


Ejercicio 4 
(5 minutos) 


Ejercicio 5 
(1 minuto) 


Tema principal 
h *x $ 


Regla 1 


h * * 


Regla 2 


*.oR ox 


(continúa en la página 24) 


Solución 3 


(i) t—— af(t) 
(ii) t— f'(0) + g1(0). 


Siempre es derivable la función tH—>f(t) + g(t) donde t€, 
(intersección de los dominios de f' y g”). E 


Solución 4 


Utilizamos las reglas de la adición y de la multiplicación de lími- 
tes de funciones, que son semejantes a las de los límites de suce- 
siones dadas en la Unidad 7, Sucesiones y límites 1. 


(i) Cuando t E (dominio de f'), entonces 


in [LAO mal 9401] 
nd PS h 


= fimo Jn [LEC 0) 


= af'(t). 


(ii) Cuando t E (intersección de los dominios de f' y g'), en- 
tonces 


aca Fac 
h>0 


h 


ai ft) E) 
sio h 


cima 10 + á im [EP 40) 
e 100 


= (0) + g(0). m 
Solución 5 


Esta es, precisamente, una proposición formal que establece el 
resultado del ejercicio 3, parte (ii). 


(F+ 0 = £(0) + 81) 
(t E la intersección de los dominios de f' y g'). a 
Ejercicio 6 
(1) Derivar 
x——>10x5 +4 +x (x€R). 


(ii) Derivar x=——>2x + |x| (x E R) por medio de la fun- 
ción derivada calculada en el ejemplo 12.2.1.2. (No olvide 
determinar el dominio de la función derivada, esto es, el 
subconjunto de R donde es derivable la función dada.) M 


12.2.3 Operador derivación 


Vimos en la Sección 12.2.1 que, a cada función f, le corresponde 
una función derivada, f', cuyo dominio es un subconjunto del 
dominio de f. (En algunos casos este subconjunto carece de ele- 
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Solución 3 


Solución 4 


Solución 5 


Ejercicio 6 
(2 minutos) 


12.2.3 


Tema principal 
* * * 


mentos, lo que equivale a decir que f no es derivable en ningún 
punto. ¿Puede pensar en un ejemplo? Si no lo encuentra, lea el 
ejemplo 1 más adelante.) 


Esto es, tenemos una regla que asigna a cada elemento, f, del 
conjunto de las funciones reales una función única f'; la regla 
se puede describir mediante la palabra derivando. Puede resul- 
tar útil considerar una máquina que toma una función y la 
convierte en otra, su función derivada: 


ENTRADA MAQUINA SALIDA 


DERIVANDO 
f f 


Ejemplo 1 


Un ejemplo de una función que no se puede derivar en ningún 
punto de su dominio lo encontramos en cualquier función cuyo 
dominio consista de números aislados; por ejemplo: 


fa (E (1,2,3,4+) 


La razón por la cual esta función no se puede derivar es que la 
definición de la derivada en x incluye el límite de 


fix + h)- f(x) 

h 
cuando h tiende a 0. Ahora bien, esto significa que debe existir 
algún intervalo [x — h,x + h] contenido en el dominio de f; 
de lo contrario, no podemos aplicar nuestra definición de límite. 
Pero, si x es uno de los números 1,2,364y 0< |h| < 1, en- 
tonces x + h no puede ser uno de esos números, de manera 
que fíx + h) no está definido y, por consiguiente, la derivada 
en x no existe. 


Tenemos aquí una situación muy semejante a una que encontra- 
mos en la Unidad 4, Diferencias finitas, donde también tenía- 
mos una regla para convertir una función en otra. Allí definimos 
el operador diferencia: 


Ay: f—[x—— f(x + h) - f(x] (fe F) 
donde F es el conjunto de todas las funciones reales. 


Aquí haremos algo semejante: definimos un operador D cuyo 
efecto sobre cualquier función de su dominio es derivarla: 


DIA". 
Lo llamaremos operador derivación. Para completar la definición 
del operador D debemos especificar su dominio. Tomaremos es- 
te dominio, igual que para A,, como el conjunto de todas las 
funciones reales, F. Usando el operador D podemos escribir los 
resultados de la Sección 12.2.2 así: 

Dx —— x") = x>mx""! 

Dlaf) =aDf (aeRAfeF) 
Df+g8)=Df+Dg (feF A geF). 


Hemos seguido la notación adoptada en la Unidad 4, Diferen- 


cias finitas, y hemos escrito Df como una abreviatura de D(f); 
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Ejemplo 1 


Definición 1 
Rh $* $ 


(continúa en la página 26) 


Solución 12.2.2.6 


(i) Aplicando la fórmula de la derivación de una función poli- 
nómica, tenemos que la función derivada de 
x——>10x7 + ¿0 +0x (xeR) 
es 
x——>$50x* +¿x? +1 (x€R). 


(ii) Sean f:xH—>2x, y g:x=—>|x] (x E R). Entonces, 
Par —2 ER Y 
(x > 0) 


(x < 0) 


a 
o | 


| xERAxx<0.* 


La intersección de los dominios de f' y g' es igual al dominio de 
g'. Por tanto, la función derivada de x=——> 2x + Ix| (x ER) es 


x—> f(x) + g(x) (xeRAx 0), 


—k dl keRAx 0 ñ 
1 (x<0) 


(viene de la página 25) 


así mismo, hemos escrito af como una notación abreviada de la 
función x ——afíx) (x E R). Con frecuencia omitiremos la es- 
pecificación del dominio de la función que vamos a derivar, co- 
mo hemos hecho en el primero de los resultados anteriores. 


Ejercicio 1 


Usando una notación semejante a la que adoptamos para el ope- 
rador de diferencia finita A,, solemos escribir D? en vez de 
Do D, D? en vez de De DeD y así sucesivamente. 


(i) Evaluar D? (x—> ax? + bx + cd) 
(1i) Evaluar D? (x —> x?). A 


Si f es una función real cualquiera, la función D?f se llama fun- 
ción segunda derivada de f, D*f se llama función tertera deri- 
vada y así sucesivamente. 


En la notación usada en la Sección 12.2.1, escribiríamos: f” por 
D?f; fo FS por D?f; F[% por D*f; FW por D”f, y así sucesiva- 
mente. 


Una de las razones para justificar la introducción del operador 
D es que nos permite relacionar las propiedades de la aplicación 
de la derivada, con las propiedades de otras aplicaciones que en- 
contremos. 


Ejercicio 2 
¿Puede reconocer la propiedad de D expresada en la forma 


D(f + g) = Df + Dg? e 


Existen otras operaciones binarias en dominio F de D y es na- 
tural que nos preguntemos si existen algunos otros morfismos 


*El símbolo A se definió en la Unidad 11, Lógica I; significa “y”. 
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Solución 12.2.2.6 


Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Tema principal 
Rh * 


Definición 2 
*k * 


Notación 1 
e. Y 


Ejercicio 2 
(3 minutos) 


Discusión 
hh * 


útiles. Por ejemplo, ¿qué podemos decir de la multiplicación? Su- 
ponga que le pedimos que formule una conjetura. ¿Diría que 


D(f x g) = Df x Dg? 
Si cree que esta conjetura es aceptable, le sugerimos que desarro- 
lle cuidadosamente el ejercicio 3. Incidentalmente diremos que 
Leibniz, uno de los creadores del cálculo, pensó, durante algún 
tiempo, que esa conjetura era razonable. 


Pero no estamos atacando el problema correctamente; la pregun- 
ta que deberíamos hacer primero es: “¿Es D compatible con X ?” 
(Para la definición de compatibilidad, véase la Unidad 3, Ope- 
raciones y morfismos.) Si la respuesta es “No”, entonces no hay 
ningún morfismo. Si la respuesta es “Sí”, podemos entonces 
avanzar para ver si reconocemos la operación binaria inducida. 
Desarrolle esta investigación en el ejercicio 4. Las consecuen- 
cias de los ejercicios 3 y 4 se continúan en la sección siguiente. 


Ejercicio 3 


Demostrar, mediante un ejemplo (tan sencillo como sea posible), 
que existen casos donde 


Df x 2) 4 Df x Dg , 
con lo cual, D no es un morfismo de (F, X) en (F,, X). a 


Ejercicio 4 
¿Es D compatible con la multiplicación? a 
Sugerencias a los ejercicios 3 y 4 
(i) La definición de f X g está en la Unidad 1, Funciones. 
(11) Pruebe f, :x-——x (a ER) 


en el ejercicio 3. 
y E + ll (x ER) 


(111) En el ejercicio 4 también será útil probar estas funciones: 


Sar E (IEA) Y. Lei HR (xER). 


12.2.4 Derivación de productos 


El resultado anterior nos permite ver que la derivación del pro- 
ducto de dos funciones no es cosa tan fácil como la derivación 
de la suma. En esta sección investigaremos cómo derivar un pro- 
ducto. 


Ya hemos visto que es útil (Sección 12.2.2) tener una regla para 
derivar el producto de dos funciones polinómicas, cuando una 
de ellas es una función constante. La regla es 


Díaf) = aDf. 


Si lo único que pretendemos es derivar funciones polinómicas, 
esto es todo lo que necesitamos saber acerca de la función deri- 
vada de un producto. Ahora bien, para derivar una función como 


x—xsenx (xeR) 
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Ejercicio 3 
(3 minutos) 


Ejercicio 4 
(5 minutos) 


12.2.4 


Tema principal 
+ *$ 


(continúa en la página 29) 


Solución 12.2.3.1 


(1) Sea 
fx ax +bx+c (xeR) 
entonces, 
Df:x+——>2ax + b (xeR) 
y 
D?f:x—— 2a (xe R). 
(11) 
fox —— x? (x € R) 
Df:x——=> 3x? (xeR) 
DYF-x—— 6x (x€ R) 
DF: x——>6 (x € R) 


(Obsérvese que, en cada renglón, hemos repetido una informa- 
ción aparentemente trivial: (x E R); lo hemos hecho así para 
realzar el hecho que, durante todo el proceso, el dominio perma- 
nece intacto. Esta insistencia parece innecesaria pero, si estu- 
viéramos derivando funciones más complicadas, es posible que 
encontráramos que el dominio cambia cuando pasamos de una 
función a su función derivada.) Ll 


Solución 12.2.3.2 


D es un morfismo de (F, +) en (F,, +), donde F, es el conjun- 
to de las imágenes de los elementos de F' y + denota la adición 
de funciones. D no es inyectiva; por ejemplo: 


D(x——> x2) = D(x— x? + 2) 


y, en consecuencia, D es un homomorfismo. 1 


Solución 12.2.3.3 


Usando la sugerencia (1) probamos las funciones 


ij aó—=2 (uER Df: "1 (ER) 


y 

Erin —=>1 (ER) De, : x=—>0. (xeR) 
entonces, 

fxg:x——x (xeR) D(f, x 81): x—>1l (xeR) 


Ahora bien, 
Df, x Dg, =x=—>0 (xeR) 


AD(f, x 81) Més 


Solución 12.2.3.4 


Recordando la definición de compatibilidad (Unidad 3, Opera- 
ciones y morfismos), se sabe que D es compatible con la multi- 
plicación si, siempre que 


D(f,) = D(f2) y D(g1) = D(22), 


entonces 
D(f, x 81) = D(S x 82). 
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Solución 12.2.3.1 


Solución 12.2.3.2 


Solución 12.2.3.3 


Solución 12.2.3.4 


Ahora bien, no podemos demostrar la validez de una fórmula pa- 
ra todos los elementos de un conjunto si solamente comproba- 
mos que se verifica en algunos elementos del conjunto. Sin em- 
bargo, podemos demostrar que es falsa si comprobamos que deja 
de verificarse en algún elemento del conjunto. Así, el que la su- 
gerencia (iii) nos dé algunos ejemplos particulares nos diría que 
D no resulta compatible con la multiplicación. 

Podríamos utilizar las funciones de las sugerencias (ii) y (iii) 
de la siguiente manera: 


D(f) = Df) =(0—>1) (xeR) 
D(g1) = Díg2) = (x—>0) (xeR) 
Df x 21) = (x= 1) (xeR) 
D(f, x 82) =.(x > 2) (xe R) 


de manera que 


D(f, x g1) 4 D(f x 82), 
y, por consiguiente, D no es compatible con la multiplicación. 


Un ejemplo como éste, que se utiliza para demostrar que una 
proposición es falsa, se llama contraejemplo. | 


(viene de la página 27) 


que es el producto de las dos funciones 


xx (xeR) 


xH——> sen x (xeR) 


donde ninguna de ellas es constante, necesitamos una regla más 
general para derivar los productos de funciones. 


Denotemos por f y g las dos funciones cuyo producto queremos 
derivar, y por k el producto mismo. Entonces, 


fxg=k 


Para más sencillez hagamos los dominios de las funciones igua- 
les a R. Para ilustrar la relación implicada por el producto y el 
argumento que de ella se sigue, supondremos que los elementos 
del dominio de f, g y k son tiempos (representados por la varia- 
ble t) y que las imágenes de t producidas por las funciones f, g y 
k son los lados y el área de un rectángulo: 


0 


Nuestro problema consiste en la evaluación de k'(t), que es la 
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razón de cambio del área con respecto al tiempo. Por la defini- 
ción de derivada, tenemos que 


k(t) = lím k(t + h) — k(1) 
h=>0 h 


es decir, 
K(0) =lím PEREIRA 


El numerador es la diferencia entre las áreas de dos rectángulos: 


¡A (tn) 4 


o e 


y es, por consiguiente, igual al área de la región sombreada en la 
figura anterior. Esta región se puede considerar como la suma 
de tres rectángulos como se muestra ahora: 


Ayf(t) 


O A 
Mu 4 Anglt) 
1 


g(t) 


l 


(Recuerde que A,f(t) = f(t + h) — f(t).) 


Sumando las áreas de los rectángulos y sustituyendo en la ecua- 
ción (1), obtenemos 


Ko =1im LOBEO + 800,S0 + Ag(0a,S) 
50 h 


= 01m 280 / o tim ALO y yyy DEOAÍ O) 
a->0  h h->0  h h=>0 


según las reglas de límites dadas en la Unidad 7, Sucesiones y 
límites I puesto que f(t) y g(t) no contienen h). Por tanto, 


K() =S08(0 +20S (0 + lim SEO2LO 


por definición de derivada. 
El último término de la derecha se puede escribir como 


h>0  h 


x límA,g(t) = f'(t)x0=0 
h=>0 
ya que ambos límites existen y 


lím Ag(t) = lím [g(t + h) — g(1J] =0 
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Ecuación (1) 


Ecuación (2) 


Ecuación (3) 


si g es una función continua.* (De hecho, esta no es una supo- 
sición nueva porque ya hemos supuesto que g es derivable y, sin 
mucha dificultad, se puede demostrar que toda función deriva- 
ble es continua; este resultado es intuitivamente obvio si con- 
sideramos la derivabilidad en términos de la posibilidad de tra- 
zar tangentes a la curva.) 


La ecuación (3), por consiguiente, se convierte en 
k() = f(08(0) + (0. 


Esto es, la razón de cambio del área es la suma de dos términos: 
el primero es la razón a la cual está cambiando el área en virtud 
del crecimiento de la longitud f(t) del lado original; el segundo 
es la razón a la cual está cambiando el área en virtud del creci- 
miento de la longitud g(t) del otro lado original. 


La ecuación (4) es la regla para derivar productos. Al deducir es- 
ta regla hemos considerado que t es tiempo; ahora bien, pode- 
mos dejar a un lado la ilustración del rectánguloj y aplicar el 
argumento matemático a cualquier producto de funciones cuyo 
dominio sea R o un subconjunto de R. La regla del producto se 
puede expresar, por supuesto, en términos de las funciones mis- 
mas, en vez de las imágenes; puede tomar la forma: 


(E7=5 + al 


o, en términos de D: 
D(fg) = fDg + gDf. 


Esto puede considerarse como una generalización de la ecuación 
Dí(af) = aDf, a la cual se reduce cuando g es una función cons- 
tante. 


Ejercicio 1 


¿Qué se puede decir acerca del dominio de (fg)' en términos de 
f yg? ba 


Ejercicio 2 


Verificar la regla del producto considerando el producto de las 
dos funciones: 


x5>2x + 1 (xeR) 


gix——x-1 (xeR) E 


* Nótese que tenemos que suponer que g es continua para asegurar que lím g(t +h) 
h- 


= gl(t). Si g no es continua, entonces puede existir el límite pero ser diferente 
de g(t); véanse ejemplos en la Unidad 7, Sucesiones y límites I 


tNótese que la ecuación (1) podría escribirse en la forma: 
Ko) = timHé + hglt + h)— felt +) + fl + h) — fiel) 
h=0 h 

ie. 

ALÍ(Dglt + h) + FDA, gt) 


h 
que también conduce a la ecuación (4). 


kt) = lím 
h=0 
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Ecuatión (4) 


Regla del producto 


o.» 


Ejercicio 1 
(5 minutos) 


Ejercicio 2 
(2 minutos) 


Solución 1 


El dominio de la función (fg)' = fg” + gf' es la intersección 
de los dominios de f, f', g y g'. Ahora bien, como el dominio de 
f' está contenido en el de f y, por otra parte, .el dominio de g' es- 
tá contenido en el de g, podemos simplificar esta condición; 
basta decir que el dominio requerido es la intersección de los 
dominios de f' y g”. 


L] 
Solución 2 
fe:x——>2x*-x-1  (xeR) 
(2): x——>4x -— 1 (xe R) 
SJ (x) + gl) e) = Qx + 1)g (x) + (x — Df (x) 
= (2x + 1)1 + (x — 1)2 
=4x-—1 
Así, 
(Je" + gf):x——>4x — 1 (xe R), 
y se verifica el resultado. a 


12.2.5 Derivación de funciones compuestas 


En las dos últimas secciones demostramos que D es un morfis- 
mo con respecto a la adición de funciones en su dominio y co- 
dominio pero que, con respecto a la multiplicación, no existe 
el morfismo. Más tarde veremos la división; la sustracción es 
una consecuencia directa de la adición: 


D(f — g) = D(f + (—g)) donde —g:x=——> —g(x) 
= Df + D(-g) 
= DJ = Dg 


de acuerdo con la regla: D(ag) = aDg, donde a = —1. 


La última de las operaciones binarias que definimos en las fun- 
ciones, Unidad 1, Funciones, fue la operación de composición 


Sf > g:x—— fíg(x). 
Abordamos la investigación de la composición de funciones de 
la misma manera que lo hicimos con la multiplicación. 
Ejercicio 1 


Demostrar, por medio de un ejemplo que sea lo más sencillo po- 
sible, que existen casos en los cuales 
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Solución 1 


Solución 2 


12.2.5 


Tema principal 
* + * 


Ejercicio 1 
(5 minutos) 


de manera que D no es un morfismo con respecto a la composi- 
ción de funciones en su dominio y codominio. E 
Ejercicio 2 

¿Es D compatible con la composición? ES] 


Por tanto, debemos encontrar una regla para derivar la compo- 
sición de dos funciones f y g. Escribimos 
fog=k, ie. foglx)= fg(x)) = k(x). 


La relación entre estas funciones se ilustra a continuación: 


fog= k 
También se puede ilustrar de este otro modo: 
Eje x Eje gl(x) Eje k(x) 


Eje x 


t(90))=k(x) 


Para determinar si fo g es derivable, consideremos la fórmula 
que define la derivada como un límite: 


k(x + h) — k(x) 


, == lí 
=5) pes h 


El límite de la derecha se puede interpretar mediante un diagra- 
ma como éste: 


Eje x Eje k(x) 


k(x+h) 


k(0) 


Vemos que 
k(x + h) — k(x) a 0:02 
h P,P, 
Este resultado nos recuerda el factor de escala de k en x, defini- 


do en la Unidad 2, Errores y exactitud. Aquí nos referiremos a 
él como el aumento producido por la función k cuando aplica el 


33 


MB 12.2.5 


Ejercicio 2 
(5 minutos) 


Tema principal 
* $ * 


Definición 1 
». » 


(continúa en la página 34) 


MB 12.2.5 
Solución 1 * Solución 1 


Casi todos los ejemplos sirven; veamos uno: 


Sean 
gix—ol (xeR) g iR——»0! 06 R): 


fix—x (xeR), fix —1 (ER); 
feg:x——1 (x€R); 
(fog)l:x——>0 (xeR)  f'oeg:x——>1 (xeR). 


Por tanto, D(f og) 4 Df «+ Dg, en este caso. 


Solución 2 Solución 2 


De acuerdo con la definición de compatibilidad, dada en la 
Unidad 3, Operaciones y morfismos, D es compatible con la 
composición si, siempre que 


Df, =Df, y Dg, = Dg, 
entonces 


D(f, 281) = D(f > 82). 


Se puede demostrar, mediante un contraejemplo, que esta con- 
dición no se satisface; por ejemplo: 


fix——x? +1 (x6R) Bix (x€ R) 
fax x? (xeR) 8 :x—>x+1 (xeR) 
fiegiix—x?*+1 (x€R) 
f0g2:x——>(x +1) (xeR) 
D(f, -81):x—2x (xeR) 
D(f, +22): x—>2x +2 (xeR) 
8 


(viene de la página 33) 


segmento P,|P, (esto es, el intervalo [x, x + h]) sobre 
el segmento QQ, (esto es, el intervalo [k(x), k(x + h))). 


Nuestro problema consiste en expresar la función derivada de 
f + g en términos de las funciones f y g; en términos de diagra- 
mas, esto se consigue por medio de la combinación de los dos 
últimos diagramas. Podemos combinar ambos diagramas de la 
siguiente manera: 


Eje x Eje ghd Eje k(x) 


f(g(x+h)) 
t(g(x)) 
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En vez de realizar la aplicación k en un solo paso, la realizamos 
en dos pasos: primero efectuamos £ y, después, f. Así, el segmen- 
to P,P, se aplica primero sobre el segmento R,R, y, des- 
pués, sobre el segmento Q|Q». Los aumentos producidos en 
estos dos pasos son 


R¡R) $ 010, Ecuación (1) 
P,P, R¡R, 


respectivamente, y el aumento total es el producto de estos dos 
aumentos: 


0105 Es R¡Rz _ 010 


PP, PP, RiRy 


Tenemos que 


Para el aumento obtenido en el primer paso del proceso, tenemos 
que 


Mn 
h>0 P, 2 


= g(x). 
Por último, el límite del aumento producido por la función f es 
lim 5 = f(glx))". 
2 


Aquí es necesario calcular la derivada en g(x) y no en x porque 
el punto R, corresponde al número g(x). 


Si reunimos estos tres límites, obtendremos de la ecuación (1) 
la regla de la función compuesta: 


k(x) = g (x) x f (g(x)). Regla de la 

En notación de funciones tenemos ue ds 
(fogl =(F>g) x g. 

Esta regla se suele llamar regla de la cadena o regla de la “fun- 

ción de función” porque una función compuesta es, en cierto mo- 

do, una función de función. 

Ejemplo 1 Ejemplo 1 


Derivar 
k:x—(2x + 1)? (xeR). 


(Podríamos comenzar por desarrollar el cuadrado del binomio pe- 
ro preferimos, ahora, aplicar la regla anterior.) 


Si consideramos 
gix—>2x+1 (xeR) 
fox ——> x? (xe R) 


entonces k =fog. 


*Este paso encierra la parte difícil de la verificación, la cual depende de la con- 
tinuidad de g. 
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Ahora podemos utilizar la regla de la función compuesta, es decir, 


Es 
= [(x > 2x) o (x——2x + 1)] x (x—— 2) 
= x—>2(2x + 1) x 2 
= x>4(2x + 1) (xeR) |] 


Ejercicio 3 
Si 

fxi—x?+1 (x6R) 
> 

ex xi (xER) 
encontrar fo g. 


Derive fog de dos maneras distintas: primero, directamente; 
después, usando la regla de la función compuesta. Compare los 
dos resultados. 7 


En realidad, este paso encubre la parte difícil de la verificación, 
que depende de la continuidad de g. 


Ejercicio 4* 


Derivar: 
(i) k,:x—>(x+1)%  (xeR) 
(11) k,:x——(3x + 1) (xeR) |] 


Ejercicio 5 


Derivar: 
(1) k :x—>(0x + 3)* (x € R) 
(ii) k¿:x——(2x? + 3x + 2)? (xeR) 5 


12.2.6 Derivación de cocientes 


En esta sección y en la siguiente completaremos la lista de las 
reglas de la derivación. A partir de la regla de producto deduci- 
remos una regla para la derivación del cociente de dos funciones 
y, de la regla de la función compuesta, deduciremos una regla 
para derivar funciones recíprocas. No será necesario que llegue 
a reproducir el proceso de la deducción de estas reglas pero con- 
fiamos que entenderá los resultados y sabrá utilizarlos. 


Comenzaremos por encontrar la función derivada de la función 
que denotaremos por r y que definiremos por 


1 
ie (xERAXZO) 


*Utilice, si lo cree conveniente, los diagramas que aparecen al final del texto. 
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Ejercicio 3 
(3 minutos) 


Ejercicio 4 
(3 minutos) 


Ejercicio 5 
(3 minutos) 


12.2.6 


Tema principal 
* h 


MB 12.2.6 


entonces, 


r(s) =lím [A ss E ms) 
h=0 h 


1 1 1 
ET! EC: CA 
mz pp ,) (por definición de r) 
E ma x — (x+h) 
0h (x + h)x 


= lím A Y 
—=olh(x + h)x 


(la cancelación de h es válida porque 
h 40). 


= lím | — . 
o Vx + h)x 
Tomando el límite cuando h->0 obtenemos (ya que x * 0) 
' —1 
e 


es decir, 


1 
Dix—-]| = e 
x 


donde el dominio es el conjunto de todos los números reales di- 
ferentes de 0. 


Observación Notación 


(i) Denotaremos la función producto r X r por r?. 
Así, 
ix rx) x r(x) = (r(x)?. 
(11) Si 
0: 0X); (xeR) 


denotaremos la función: 


L—— 


pa e (xeR A v(x) 0) 
v(x) 


1 
or —. 
por y 
Ahora podemos aplicar nuestro último resultado a la derivación 
del cociente de dos funciones. Si dos funciones u y v tienen co- 
mo dominio el mismo subconjunto de R y, por codominio, R, en- 


q ; u 
tonces definimos su cociente — oO u/v, por 
V 


4 10) 


—=:x x E al dominio de u y v, A v(x) X 0) 
v v(x) 


La fórmula para derivar tales funciones es muy útil. El resto de 
la fórmula se deja como ejercicio porque, probablemente, traba- 
jar personalmente la fórmula, le permitirá recordarla con más 
facilidad. 
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Ejercicio 1 


Denotando por r la misma función que antes, podemos escribir 


u 1 
=-=4X-=uxX( (rov) 
v v 


Utilizando los siguientes resultados: 


(i) la función derivada de r es —r?, 
(ii) la regla del producto, es decir, 


PP Eg fxE 
(i1i) la regla de la función compuesta, esto es, 


(fogl =(f'98)x g 


u Puga 
exprese (1) en términos de u', v', u yv. 
v 


El resultado del último ejercicio da la regla del cociente: 


u uUuxvo=uxovu 
v y? 


que significa que, 


si w(x) = us) 
v(x) 
entonces 
ida u(x) x v(x) — u(x) x v(x) 


(o(x))* 


El dominio de (5) es la intersección del dominio de u', el do- 


minio de v' y el conjunto [x:x E R, v(x) X 0). 


Ejercicio 2 


Derivar: 


1 
E: ERAXxXAHO) 


donde k es un entero positivo. 


Ejercicio 3 


Derivar: 

(i) w a, xERAXA —)) 
> 2x +1 y 2 

E 2x —1 

(ii) LEÍ: Pr (xERAxXA —)) 


¿Ve por qué son iguales los dos resultados? 
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Ejercicio 1 
(5 minutos) 


Tema principal 
hh: 6 


Regla del cociente 
+ 


Ejercicio 2 
(3 minutos) 


Ejercicio 3 
(3 minutos) 


Solución 12.2.5.4 
(i) Sean 
fix —x? 


Li + 1 
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Solución 12.2.5.4 


(xeR) 
(x€ R) 


Adoptando la forma esquemática del ejercicio anterior tenemos: 
(Véase la ilustración en la página 42) 


(ii) Podemos repetir el proceso con 


fax? 


E2: > 3x +1 


(xeR) 
(xeR) y 


Alternativamente, notamos que 


k2(x) = k1(3x) 


de manera que podemos escribir 


k) = k, o(x——3x) 


de donde 


kz = [K, o(x——> 3x)] x (+ 3) 


= [x—— S(3x + 19] x (x—— 3) 


==>: 1) (u6eR) 


En general, si 
k2(x) = k,(ax) 


de modo que 


k, - Ki o (x+—— ax) 


tenemos 


2 = [K, e(x——>ax)] x (x—— a) 


de manera que 


ko(x) = ak; (ax) a] 
Solución 12.2.5.5 Solución 12.2.5.5 
(1) x—— 35(7x + 3)* (xe R) 
(ii) x——>(8x + 6)(2x? + 3x + 2) (xeR) 5 
Solución 1 Solución 1 
(5) =[u x (rev) =4' x (rev) + u x (rov) por (1i) 
=Y4 x (rov)+ux [(r oo) x v] por (iii) 
=w x (rev) +ux(—r?00) x v 
—-1 
Ahora, rou = a y —rio0y = PE de modo que 
u de u  uXxo 
v| vu y? 
, Xx == , 
_Uxo—vxu a 
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p[1+X)S —1X 


EX 


p(L+X)S Xx 6) 
p(1+X)S «— X 


CuUNTA 


rs 


d 30 


MB 12.2.6 
Solución 12.2.6.2 Solución 12.2.6.2 


Hay muchas maneras de abordar este problema. Usaremos la re- 
gla del cociente con 


a: | (xERAXAHO) 

v:x—> xk (xERAxz0) 
Ya sabemos que 

vox koi? (xeRAxxH0) 
de manera que 


U(x) x v(x) — u(x) x< 0'(x) _ Ox E= 1 xk? 


y? xk 
ll —=kx +71 
—k 
= 1 
Considerando la forma —kx"*"!, y recordando que hemos de- 


rivado x——>x"*(x ER Ax HA 00), podemos escribir 


Dai) = x— nx"! 


para cualquier valor entero de n, 
(el dominio es el conjunto de los números reales diferentes de 0, 


cuando n es negativo.) ] 


Solución 12.2.6.3 ' Solución 12.2.6.3 
En ambos casos la respuesta es 


4 


A EE (xeRAxA -—3) 


Los dos resultados son iguales porque w, — w, es una función 
constante: 


a 2 
2x+1  2x+1 


_(Qx+ 1)-2 2 
INE =ETR De 4 1 


wa(x) — wy(x) = 


de manera que 
W, — w = x-—=>1 (xERAxA —)) 
de donde 


(w, — w¡) = w — w, = (x——>1) = x-—0 


w,(x) — w¡(x) =0 


w2(x) = wi (x) a 


43 


12.2.7 Derivación de funciones recíprocas 


La última regla que consideraremos es la regla de la derivación 
de una función que es la recíproca de otra función dada. La fun- 
ción recíproca de una función inyectiva (uno a uno), como se 
definió en la Unidad 1, Funciones, es una función que invierte 
el efecto de la original. Por ejemplo, la recíproca de la función 
“duplo de un número” es la función “mitad de un número” por- 
que, si duplicamos un número y, después, lo dividimos por dos, 
obtenemos el número original. En la Unidad 1 vimos que una 
función tiene recíproca si y solamente si es inyectiva; esto es, 
si para cada elemento del dominio existe una imagen diferente. 


Se sigue que, si g es la recíproca de f, entonces 


gof:x——x (x E al dominio de f) 


o (x E al dominio de g) 
Podemos utilizar la regla de la compuesta para encontrar la de- 
rivada de g en términos de 
fog = xx 
por consiguiente, 
(fog) = x—1 
y, por la regla de la compuesta, 
(fa) =(F gx Eg 
que nos da la regla de la función recíproca: 


5 A] 1 


As ld: JNE, 
o A 


Obsérvese que debemos tener cuidado con el dominio de g': este 
es el subconjunto del dominio de g donde g es derivable y don- 
de f'> g(x) no se anula.* 


Ejercicio 1 
Derivar 
x— x Um (xeR*) 


donde m es un entero positivo cualquiera. Compare su resultado 
con nuestros resultados previos, a saber, 


(ax) = (xa nx"71) (xeRAxz%H0) 


donde n es un entero. ES] 


*Tanto en este caso como en cualquier otro donde tengamos que derivar una 
función compuesta, supondremos que f'+ g tiene sentido; es decir, que el do- 
minio de f' contiene la imagen del dominio de g. 
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12.2.7 


Tema principal 
Se y» 


Regla de la 


función recíproca 
>». OR 


Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Solución 1 
Llamemos g a la función. Entonces, la recíproca, f, de g está da- 
da por 
o (xeR?) 
y, por tanto, 


foam? (x6R*) 
La regla de la función recíproca nos da, entonces, 


1 
8 (x) = 


mix timyn= 1 

1 1 . 
=—X = 

m xo 1/m) 

1 a 
=> —x 1 m 1 

m 


1.e. 


1 
gx »—x1im-1 
m 


Hemos demostrado que el resultado: 


la derivada de x——=x” es x——=nx""' donde n E Z, tam- 
bién es válido cuando n es el inverso de un entero positivo. M 


12.3 FUNCIONES DERIVADAS 
ELEMENTALES 


12.3.0 Introducción 


Las reglas de derivación obtenidas en la última sección son su- 
ficientes para derivar funciones racionales, es decir, funciones 
formadas por polinomios mediante operaciones aritméticas 
(adición, multiplicación, división) y mediante composiciones; 
también sirven para derivar las funciones recíprocas (si existen) 
de tales funciones. Aunque esta clase de funciones es muy ex- 
tensa, no incluye, sin embargo, algunas funciones muy útiles 
tales como las funciones trigonométricas, la función exponen- 
cial y la logarítmica. En esta sección llenaremos algunos vacíos. 
En todos los casos, lo que necesita conocer es el resultado y no 
el método para llegar a él. No obstante, algunos resultados se pro- 
ponen como ejercicios para que se ejercite en la aplicación de 
las reglas que ya se han demostrado. Estas funciones derivadas 
elementales reciben frecuentemente el nombre de formas elemen- 
tales. En esta sección se imprimen en color y, además, se pre- 
sentan en una tabla con las reglas de derivación (páginas 53 y 56). 


12.3.1 Funciones trigonométricas 


Denotaremos por sen' la función derivada de la función seno. 
Entonces, 
E . sen(x + h) —senx 
sento lim AAA 
h=>0 h 
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Solución 1 


12.3 


12.3.0 
Introducción 


* * 
Definición 1 
* 


Definición 2 
.». 


12.3.1 


Tema principal 
 R | 


La evaluación de este límite requiere algunos tecnicismos que 
no son parte esencial de la técnica de la derivación y, por con- 
siguiente, se excluye de este curso fundamental. (Para saber có- 
mo se evalúa este límite lea el Apéndice IL.) Lo que nos interesa 
aquí es el valor real del límite; éste resulta ser, sencillamente, 
cos x, de manera que la fórmula para derivar la función seno es 


sen x=cosx (xeR) 
o, sencillamente, 


sen! = Cos 


También podemos derivar la función cos(i.e. x-——>cos x(x E R)) 
utilizando la definición de derivada (como un límite), pero hay 
un método posiblemente más elegante que usa la identidad: 


COS: = sen] =- x (xeR) 
Ejercicio 1 
Utilice la identidad 
T 
cos x = sen E = x (x€ R) 


la regla de la función compuesta y el resultado “sen' = cos” pa- 
ra encontrar la derivada de cos. El 


Ejercicio 2 
Derivar la función tan. Para ello necesitará estos resultados: 


; nx 
(1) tan x = 


OS X 


(ii) la regla del cociente 
(iii) la identidad trigonométrica: cos? x + sen? x = 1 


¿Cuál es el dominio de la función tan? ¿Cuál es el dominio de 
su función derivada? El 


Ejercicio 3 


Derivar: 
; 1 
(1) sec = — 
cos 
1 
(11) cot = — 
tan 


6 1 
(111) cosec = — 
sen 


El dominio de la función derivada es, en todos estos casos, el 
mismo que el de la función original. En los casos (i) y (iii) el do- 
minio es R excepto en aquellos valores de x para los cuales cos x 
y sen x (respectivamente) se anulan. En el caso (ii) el dominio 
es R excepto en aquellos valores de x para los cuales tan x no es- 
tá definida y para aquellos en que tan x es 0. Sin embargo, es 
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(Ver RB10) 


Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Ejercicio 2 
(3 minutos) 


(Ver RB10) 


Ejercicio 3 
(3 minutos) 


común definir cot x como 0 en aquellos valores de x donde tan x 
no está definida. El 


Ejercicio 4 
Encontrar D*(sen), D*(sen), D*(sen), D*(sen). Generalice 


estos resultados escribiendo una fórmula para D”(sen) que sea 
válida para todo entero positivo n. E 


Ejercicio 5 (Opcional) 


Los movimientos en los cuales la posición x de un objeto en un 
tiempo t viene dada por una fórmula tal como 


X — Xy = asenb(t — to), 


(donde xo, tp, a y b son números constantes) aparecen fre- 
cuentemente en física y en mecánica. Se llaman movimientos 
armónicos simples, Por ejemplo, cualquier punto de un péndulo 
de reloj o de una cuerda de piano en vibración ejecuta un movi- 
miento que es, aproximadamente, armónico simple. Calcular la 
velocidad y también la aceleración (la razón de cambio de la ve- 
locidad) de un cuerpo en movimiento, cuya posición viene dada 
por la fórmula anterior, y encontrar la función 


(posición) ——> (aceleración) 


La forma de esta función es característica del movimiento ar- 
mónico simple. E 


12.3.2 Funciones exponencial y logarítmica 


Denotando la función derivada de la función exponencial por 
exp', tenemos, de acuerdo con la definición de derivada: 


exp' (x) =límm SPG+ AP) (xeR) 


h>0 
eta 
=lím————— por el teorema de la función exponencial 
A. h (véase la Unidad 7, Sucesiones 
, ee— 1) y límites I) 
= lím o E 4 


= Ge” 
= Cexpx 
donde C denota 


, ek—1] 
lím 
h=0 


En el Apéndice MI se demuestra que este límite existe y que € = 1, 
por tanto, 


exp' = exp. 


Así, la función derivada de la función exponencial es la función 
exponencial misma. 
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Ejercicio 4 
(3 minutos) 


Ejercicio 5 
(4 minutos) 


Definición 1 
* 


Definición 2 
* * 


12.3.2 


Tema principal 


hh * . 


Ecuación (1) 


(continúa en la página 50) 


Solución 12.3.1.1 


Sean 
T 
PR =x (xeR) 


f:x——>senx  (xeR) 


Entonces, utilizando (f o g)' = (f' > g) X g', tenemos 


Le) 
o 
mn 
Il 


S en. kt —1 
coso|x 7 x (x = 1) 


COS x = —Ccos 


T 
Este resultado se puede simplificar si notamos que cos b - x) 
=senx (xe R), de manera que 


cos” = —sen nm 


Solución 12.3.1.2 
Partiendo de 


enx 
tanx = 
COS x 
obtenemos 
, sen' x cos x — cos' x sen x , 
tan' x = ———————_———— (regla del cociente) 


cos? x 


cos? x +sen? x 


cos? x 
l 2 2 
= 3 (cos? x +sen* x = 1) 
cos” x 
= sec? x sec x = ; 
COS x 
Este resultado se puede escribir como 
tan' = sec?. 
El dominio de tan es R excepto 
-5 -3 -1 1 3 $ 
e T, T, TI, MM, IM, .... 
2 2 2 "2 "2 2 
La función derivada tiene el mismo dominio. [Es] 


Solución 12.3.1.3 
La regla para derivar cocientes de la forma: 


u(x) = o (xeR, donde w(x) % 0) 
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Solución 12.3.1.1 


Solución 12.3.1.2 


Solución 12.3.1.3 


es 
_ Jos) — olx) Wa) 
Mo) 


u(x) 


Si v(x) = 1, v'(x) = 0, con lo cual la regla del cociente se con- 


vierte en 
u(x) = feb 
(m(x)) 
(i) Cuando ulx) = o entonces wí(x) = cos x y w'(x) 


—sen x, de modo que 


, senx 
u(x) = 77 = Sec x tan x 
cos” x 


es decir, 


sec' = sec tan 


1 
(1i) Cuando u(x) = ——, entonces wí(x) = tan x y w'(x) = 


tan x 
sec?-x, de manera que 


] sec? x 1 cos? x -1 A 
u(x) = — qe == Z= X 77 = 31 = —Cosec” x 
tan? x cosóx sen“x  sen*x 
esto es, 
cot' = —cosec* 
a 1 , 
(111) u(x) = ——;wx) = sen x; y, portanto, w'(x) = cos x. Así, 
pues, 
; cos x 
u(x) = ——>— = —cosec x cot x 
sen? x 
es decir, 
cosec' = —cosec cot. a 
Solución 12.3.1.4 
Dsen = cos 
D?sen= Dcos = —sen 
D3sen= D(D?sen) = D(— sen) = —cos 


D*sen= D(D?sen) = D(—cos) =sen 
D?sen= D(D*sen) = D (sen) = cos. 

Si n es un entero impar, podemos escribir 
n =2k +1 donde ke(0, 1,2,...), 

y entonces 
D***!sen= (—1) cos. 

Si n es un entero par, podemos escribir 


=2k, (ke(1,2,3,...)) 
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Solución 12.3.1.4 


MB 12.3.1/12.3.2 


y entonces 


D*sen = (— 1sen a 


Solución 12.3.1.5 Solución 12.3.1.5 
La posición del objeto en el tiempo t es 
Xx = Xy + asen b(t — to) 


La función velocidad del objeto es D(t —— x). 


En la expresión anterior, a, b, xy y t, son números fijos (cons- 
tantes). 


Para encontrar la velocidad, debemos hallar 

D(t—— a senb(t — t,)) 
Sean g:t ——>b(t — tp), de manera que g':t+—>b y f = sen, 
de manera que f' = cos. 
Entonces, 

(fo g) = (t—— sen b(t — to) 
Ahora, 
(fo g) x g'](t) = cos b(t — tp) x b 

= bcos b(t — to) 

De donde se sigue que 

D(t——>senbílt — to)) = t—|]—bcos b(t — tp) 
y, de ahí, 


D(t——> asen b(t — tp)) = tab cos b(t — ty) 


de modo que la velocidad en un tiempo t es abcosb(t — to). 


Del mismo modo, la función aceleración es D?*(tH—= x); por 
tanto, la aceleración en el tiempo t es —b*%a sen b(t — t,). La 
función (posición) —> (aceleración) es, por consiguiente, 


x—— —b?a sen b(t — tp) 


o, mediante la sustitución de + según la fórmula original de la 
posición, 


x——> —bUx — xo) (x€eR) ] 


(viene de la página 47) 


Este resultado es notable pero no es más que lo que se podía es- 
perar de nuestra introducción a la función exponencial por me- 
dio del crecimiento de población, ejemplo que usamos en la Uni- 
dad 7, Sucesiones y límites I En el modelo usado allí, el cambio 
que experimenta la población mundial en un momento dado se 
supuso proporcional a la población misma. 


Como la derivación da la razón de cambio instantánea, quizá 
no es tan sorprendente que, al derivar exp, encontremos que la 
derivada es igual a exp. Después de todo, estamos considerando 
una cantidad (la población mundial) cuya razón de cambio ins- 


SO 


tantánea era (aparte de una constante de proporcionalidad) 
_ igual a la cantidad misma. La función exponencial brota en to- 
das las ramas de la matemática aplicada porque los problemas 
de la matemática aplicada (tales como el problema del crecimien- 
to demográfico) requieren frecuentemente una función cuyas 
funciones derivadas estén relacionadas con la función misma, 
de tal manera que se pueda reducir a la ecuación (1) mediante 
trasformaciones convenientes. 


Ejercicio 1 
Utilice la regla de la derivación de las funciones recíprocas pa- 


ra demostrar que 


1 
MiS (xER”). ES] 
Xx 
Ejercicio 2 
Demostrar que, para toda función real f cuyo codominio sea R*, 
T 
(Ino fy ==. al 
hi 
Ejercicio 3 
Una técnica útil, llamada derivación logarítmica, para derivar 
un producto complicado, f, consiste en formar la función com- 


puesta In > f, buscar su derivada y, después, obtener f' por medio 
del resultado del ejercicio 2. 


(i) Aplicar este método a la función 


1 
:—e HZ) mer y x%-—). 


1 + 2x 
(11) Utilizar este método para derivar x——>x“(x E R*), don- 
de « es cualquier número real. El 


12.3.3 Técnicas de derivación 


Esta sección está dedicada a algunos ejercicios que lo ayudarán 
a aprender a aplicar las reglas de la derivación. Si encuentra mu- 
chas dificultades en la solución de alguno de ellos, no emplee de- 
masiado tiempo intentando alcanzar la solución. Es preferible 
que busque la solución que damos en el texto y que la compare 
con su propio trabajo para ver dónde estaba el error. Los resulta- 
dos de algunos de estos ejercicios serán muy útiles en la Unidad 
15, Cálculo diferencial Il Esencialmente no hay nada nuevo en 
esta sección. Si está escaso de tiempo, puede dejarla por ahora. 


Ejercicio 1 


Derivar: j 
(i) A (xeR?) 
(11) f:x——xexp[—-x) (xeR) 
3 
(iii) a 2 y (xeR A x> 3) 5] 


(x — 24 
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Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Ejercicio 2 
(3 minutos) 


Ejercicio 3 
(5 minutos) 


Definición 1 
k * 


12.3.3 


Técnica 
+ * 


Ejercicio 1 


(1 minuto) 
(2 minutos) 


(2 minutos) 


(continúa en la página 53) 


Solución 12.3.2.1 


Puesto que In es la función recíproca de exp, entonces la regla de 


la función recíproca nos da 


1 1 1 
; E ÁS AA R?E 
lid exp'(Inx) exp(lnx)  x ER 


Solución 12.3.2.2 


La regla de la función compuesta da 


(mo) = (09) JS 
Solución 12.3.2.3 
(i) Sea 
: x 1+x 
Hip = 8 E == 
entonces 
In f(x) = x + In(1 + x) — In(1 + 2x) 
PO_, rr 2 dió: 
bee e) = EF por derivación; 
ona A 
y A e reas) 
l+x 1 2 
A 
(11) Sea 


fix—x (xeR?) 
fx) = x* 
In f(x) = In (*) = aln x 


Por derivación obtenemos 


óÓ x 


, 2e 1 _2 a —_ e—1 
SF) =9S(0x) => =0x 


fox ax! (xeR?”) 

Hemos demostrado, por consiguiente, que la función 
E (xeR*) 

- tiene como función derivada 
fix ax! (xeR?) 

donde «a es un rn real cualquiera. 
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Solución 12.3.2.1 


Solución 12.3.2.2 


Solución 12.3.2.3 


(viene de la página 51) 
Ejercicio 2 
(1) Si 


1 
Sin — ae . a) (reR*) 


hallar S'(r). 


(11) Si 
fi— Y + y? (xeR) 
donde y es algún número real diferente de 0, hallar f'. 
(111) Si 
PO) == 1P x (+21 
define la función P de dominio R, hallar P'(x). ES 
Ejercicio 3 
Derivar la función t definida por 
t(0) = 75000 + a [vs [03] 


donde d, s, v,, y UV, SON números reales positivos. pl 


124 RESUMENES 
12.40 Resumen de la unidad 


Iniciamos la unidad con un repaso de la idea de razón media de 
cambio. Consideramos la distancia y la razón media de cambio 
de la distancia, que llamamos velocidad media. Se demostró que 
.la velocidad media no era adecuada para medir la velocidad ins- 
tantánea y se superó, por medio de un proceso de límite, una di- 
ficultad que encontramos en la definición de esta última. Lle- 
gamos así a la definición de la derivada de una función en un 
punto de su dominio y, después, generalizamos la definición pa- 
ra obtener la función derivada. En el resto de la unidad desarro- 
llamos algunas técnicas de derivación. Obtuvimos reglas para 
derivar funciones de las formas: 


f+2fxg, lso y la recíproca de una función inyectiva f 


Por último, aplicamos estas reglas a funciones polinómicas, tri- 
gonométricas, exponencial y logarítmica. 


12.4.1 Resumen de reglas y fórmulas 
de derivación 


Reglas de derivación 


1 Si g = af, entonces g' = af". 
2 Sih=f+g, entonces h' =f' +g' (regla de la suma). 
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Ejercicio 2 


(1 minuto) 


(2 minutos) 


(2 minutos) 


Ejercicio 3 
(3 minutos) 


12.4 


12.4.0 


Resumen 
* * 


12.4.1 


Resumen 
k «* * 


(continúa en la página 56) 
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Solución 12.3.3.1 Solución 12.3.3.1 


(i) Las funciones derivadas elementales dan 
==>). = (> 1) 


y 


(o—x71Y = (ui —x7?) 


se sigue, por la regla de la adición, que 
l 1 a 
LR + = [== => (xeR*) 
3 e, Y 


(11) La función dada tiene la forma de producto 


g(x) = x (xER) 
h(x) =exp(—x) (xeR) 

Más aún, h(x) es de la forma exp (k(x)) donde 
k(x) = —x (xe R) 


Por la regla de la “función de función”, la función deriva. 
da de h está dada por 


h'(x) = exp'(k(x)) x Kk(x) = exp (—x1(— 1) 
= —exp(=x) 
Por la regla de producto, la función derivada de f viene da- 
da por 
f(x) = g (x)h(x) + g(x)h(x) 
= liexp (—x) + x(—exp (— x)) 
= (1 — x)exp(-x) (xEeR) 


(111) Podríamos derivar directamente usando la regla del co- 
ciente, pero es más fácil emplear la derivación logarítmica 
(véase el ejercicio 12.3.2.3). Esto es, escribimos la fórmula 
correspondiente a f(x) en la forma usual 


x — 3) 
fx) = Cn 
pero, antes de derivar, aplicamos logaritmos para obtener 

In f(x) = 3 ln (x — 3) — 4 1n (x — 2) 
y, después, por la regla de la “función de función”, 


In (ff) = 3 In” (x — 3) — 4 1n'(x — 2) 


(puesto que (x——>x-— 3) =x+—>1 y (x=—>x- 2) =x 


1 : 
Como sabemos que Iln'(u) = —, podemos reducir la expre- 
sión a " 
f)__3 4 


TS RO 
54 


de manera que 


ls e E 
ru0=| . jr 


Xx— 


(xERAx> 3) nm 


3. 4 Mx= 3) 
x-3 x-2](x- 2) 
Solución 12.3.3.2 

1000 
(i) S(r) = 2» + 2) 
Tr 


Las funciones derivadas elementales y la regla de los fac- 
tores constantes nos dan 


(r— 1?) = (r—> 2r) 


2 


r— 
T 


1000 -1) 
y 


= — — — 


por consiguiente, la regla de la adición y la regla de la mul- 
tiplicación por una constante nos llevan a 


S(r) = am[?r a e) r Ex) 
mr 


(ii) La función se puede expresar como una composición: 
f(x) = gíh(x)) 
donde 
h(x) = x? + y? (xeR) 


g(u) = Ju (ue R*) 
Las funciones derivadas de h y g son tales que 


h(x)=2x +0 (por la regla de la suma) 


La regla de la derivación de las funciones compuestas nos 
da, ahora, 


SF) = 8 (Mx) x Mx) 


= . x 2Xx 


2,./h(x) 
x 


y, por tanto, la respuesta del ejercicio es 


SP x— —_=3 (xeR) 
x?+y 


(Puesto que y no es 0, el denominador f'(x) nunca es 0.) 
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Solución 12.3.3.2 


(111) La función dada es de la forma 
P:=0S 
donde 
Q(x) =(x — 1)? (xeR) 
S(x) = (x + 2)? (xeR). 


Estas funciones son composiciones; por ejemplo, 


'Q=FoG 
donde 
F(u) = u? (ue R) 


Gb) =x— 1 (xeR) 


La regla de la derivación de las funciones compuestas nos 
da 


Q(x) = F(G(x)) x G'(x) 
=26G(x)x 1 
= 2x — 1) 
Del mismo modo, tenemos que 
S(x) = Ax + 2) 
Por consiguiente, con la regla del producto obtenemos 
P(x) = Q(x)S(x) + Q(x)S(x) 
= Ax — 1)Ux + 2)? + (x — 1)2x + 2) 
= 2(x — 1)(x + 2)Qx + 1) (xeR) ES 


Solución 12.3.3.3 
Por nuestra lista de formas elementales sabemos que 


sec' 0 = sec O tan O 


tan' 0 = sec? 6. 
Se sigue que 


— 2d sec? 9 


(0) = en 6tand + 
UN 0 


que define t' puesto que el dominio ya ha sido dado como [o 7 


(viene de la página 53) 


3 Sih =fg, entonces h' =f'g + fe” (regla del producto). 
Pa = E 
e? 


4 ¿Si h = z entonces h' = (regla del cociente). 


5 Sih=fog, entonces h' = (f'> g) X g' (regla de la función 
compuesta). 
1 


gof 


6 Sifes inyectiva y g es la recíproca de fentonces f'= 


S6 
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Solución 12.3.3.3 


Funciones derivadas elementales 


aj y Dominio de f' Observaciones 

x— xn” x—— mxnmr! R meZz* 
> xH——> mx"! R excepto 0 meZ 
x= ym xo mxm! R* meR 
EP OXpX EXP X R 

xn x x—-— R* 

x 
xH——>sen x XH%008 Y R 
ECOS: X X= "SOM Y R 


Algunas otras funciones derivadas (obtenibles de las 


anteriores) 
F e Dominio de f' 
xH—> tan x x—> sec? x R excepto 
y A q 
=p 0 ... 
PSC Xx x ——> sec x tan x R excepto 
pe ¿9 
O di le a 
=> CO tx xH—> - Cosec? x R excepto 
0, +, +21,... 
=> COSECX xH——> — Cosec x cot x R excepto 
0, Er, +21, ... 


12.5 APENDICES (No forman parte del curso) 
12.5.1 


Probablemente, la notación más generalizada en el cálculo es la 
inventada por Leibniz. En esta notación, si x es una variable 
que representa un elemento del dominio de una función f y si y 
es otra variable cuyo valor está relacionado con el de x por 


y = f(x) 


Apéndice I: Notación de Leibniz 


(x E al dominio de f) 


pe , d 
entonces utilizamos el símbolo e para representar f'(x). Esto 
es, definimos e 


zz = f(x) (y E al dominio de f') 


La ventaja de la notación de Leibniz es su concisión; por ejem- 
plo, la fórmula que expresa la función derivada de x-——>x*(x € 
R) se puede escribir 


d(x?) a 


EE 2x 
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12.5 
Apéndices 
* 
12.5.1 
Apéndice I 


en vez de 


(a—— x?y = (x——>2x) 


d , 
El proceso para calcular 0 cuando se define y como una expre- 


sión que comprende a x (por ejemplo, x? en el ejemplo anterior), 
se llama “derivación de dicha expresión con respecto a x”. For- 
malmente, podemos decir que, para derivar y con respecto a x, 
basta calcular f'(x), donde f es la función definida por 


PY 


La desventaja de la notación de Leibniz es que contiene algunas 
trampas para los principiantes, que comienzan por asignar un 
significado independiente a los símbolos dx y dy cuando apare- 
cen por separado (en vez de considerarlos juntos en la combina- 


sz A A , 
ción a) Como los principios del cálculo pueden comprenderse 
x 


sin el uso de la notación de Leibniz, no la tratamos como parte 
esencial de este curso fundamental. 

Así, si usamos la notación de Leibniz, las reglas de la derivación 
de las sumas y productos toman las formas siguientes: 


du+vo) du do 


dx dx dx 

d(cu) du. 

—— =(— Sic es una constante 
dx dx 


(i.e. si x——c es una función constante), 

d(uv) dv du 

—o = Uu— UL 

dx dx dx 

Para expresar, en esta notación, la regla de la derivación de las 
funciones compuestas, consideremos que x, y y z son variables 
relacionadas por 

y = g(x) (x E al dominio de g) 


z=f(y) (y E al dominio de f) 
de modo que 


d 
8 (x) = z (x E al dominio de g') 


d 
Flex) = F() = An (y E al dominio de f”) 


Entonces, la regla para derivar una función h definida por 
h(x) = fle(x)) (x E al dominio de h) 

es 
AH) = Flex) xg(x) (x € al dominio de h') 

que toma la forma sencilla: 


dz dz dy 


dx dy” dx 
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Esta regla se llama regla de la cadena y es fácil de recordar porque 
podemos pensar que “se cancela” dy en la expresión de la dere- 
cha. La regla para derivar la función recíproca toma también una 
forma conveniente, en esta notación; esta forma es 


a 


La demostración es semejante a la de la regla de la cadena. No 
entraremos en sus detalles. 


12.5.2 Apéndice Il: Derivación de sen y cos 


Para derivar sen utilizamos la definición de derivada y obte- 
nemos 


pas + h) —sen a 


sen' (x) = lím n 


>0 


= lím 


senxcosh  cosxsenh  senx 
h>0 


h h h 
Reuniendo los términos que son proporcionales a cos x y sen x, 
tenemos que 
; , senh , cosh—1 
sen' (x) = cos xlím —— + senx lím——_— 
h>0 h h>0 h 
(puesto que cos x y sen x son independientes de h). La evalua- 


3 e h ; 
ción del límite de = en O se puede obtener del diagrama: 


En el círculo de centro O y de radio igual a 1, tenemos que el ar- 
co PQ subtiende un ángulo central de h radianes. PR es una tan- 
gente y OQR es una línea recta. En este diagrama hay tres áreas 
que se pueden expresar, sencillamente, en términos del ángulo 
h y de sus funciones trigonométricas: 


triángulo OPR = 3 base X altura = ¿OP x PR 
= OP x OPtanh = ) tan h 
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12.5.2 
Apéndice Il 


Ecuación (1) 


MB 125.2 


h 
sector sombreado OPQ = > XxX área del círculo 


h 
= 2 Xx nOP? = 3h 
triángulo OPQ = base X altura 


= OP x OQ sen h = sen h 


y , , T 
La intuición geométrica nos dice que [o <h< 3 


triángulo OPQ < sector OPQ, i.e. Fsen h < 4h 


sector OPQ < triángulo OPR, i.e. $h < 3tan h 


El que nos basemos en la intuición geométrica significa que el 
resultado de este apéndice es una prueba, no una demostración 
rigurosa; además, la definición de seno que estamos utilizando 
es geométrica. Todo este argumento, incluidas las definiciones 
de las funciones trigonométricas, puede sustentarse rigurosa- 
mente, sin relación alguna con la intuición geométrica. 


Como suponemos que h > 0, podemos multiplicar ambos miem- 
bros de la desigualdad ¿sen h < ¿h por zo y como, además, su- 


T 
ponemos que h <=, lo cual (con h > 0) implica que cosh > 0, 


2 

podemos multiplicar ambos miembros de la desigualdad ¿h < 
2cos h 

¿tan h por : . Combinando las dos desigualdades resul- 


tantes, obtenemos 


sen h T 
cosh <——<l [0< h <3) 
h 2 
(Véanse en la Unidad 6, Desigualdades las reglas para trabajar 
con las desigualdades.) 
senh 
Puesto que cos h y y no cambian sus valores cuando se cam- 
bia el signo de h, tenemos que estas desigualdades implican que 
h T 
sha <1 | <h<0 
h ód 
Por la definición geométrica de cos h sabemos que podemos con- 
seguir que cos h esté tan cerca de 1 como queramos, con sólo ha- 
cer que h sea suficientemente pequeño; esto es, 


lím cosh = 1. 
h=>0 


senh 


Cuando |h| es muy pequeño, el valor de =p está “emparedado” 


A E , senh 
entre 1 y un número cuyo límite es 1. Se sigue que + debe te- 


ner el límite 1 para valores de h cerca de 0; es decir, 


senh 


lím =1 Ecuación (2) 


h>0 
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Para evaluar el otro límite de la ecuación (1), lo reducimos al an- 
terior y obtenemos 


El aL. 
1 cosh— 1 Ea 2sen*3h (Ver RBILO) 
h=0 h=0 h 
, h (5) 
= lím - - 7 
ho 2 3h 
. , senjh)? 
=lím =x lim— 
h=>0 n>0 3h 
=0x1?=0 
ya que lím y lím son iguales, según la definición de límite. 
ad (1/2)h>0 
De las ecuaciones (2) y (3) concluimos que la ecuación (1) se re- 
duce a 
sen'(x) =cosx (xe€R) P Ecuación (3) 
ed . ., , Pa e 1 
12.5.3 Apéndice III: Evaluación de lím —_— 12.5.3 


h-o  h Apéndice HI 


Utilizamos la definición de exp dada en la Sección 7.4.1 de la 
Unidad 7, Sucesiones y límites I, y obtenemos 


(A 5 n 
= lím 
n grande h 
hn 1 hr 
h 3 «HE 
= mn € —————_—————_ Ecuación (1) 
n grande h 


por el teorema del binomio. Si h > 0, se verifica en el numera- 
dor que 


h? h 

h < numerador <h+ E + + q 
Sh+h+--+/h 
a supuesto que h < 1 (Ver RB8) 
- =k = i=i upu q er 

Estas desigualdades y la ecuación (1) nos dicen que 
h—] 1 
> n $ cuando 0 < h < 1 


Si h < 0, un método semejante prueba que 
e' —1 h 
>1-— 
h l—=-h 
h 


1 
Ahora bien, sabemos que lím >— = 1 y que lím 1 -— =1. 
a->0 1 —h h=0 l-h 


1> 


Así, ya sea h positivo o negativo, ocurrirá que, cuando su valor 


er — 


es muy pequeño, el valor de debe estar muy cerca de 1. 


Concluimos, entonces, que 


$ 
0 
h>0 
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